Development of the user interface for the calculation of rolling bearings dynamic stiffness by Košiček, Matjaž
 
UNIVERZA V LJUBLJANI 
Fakulteta za strojništvo 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Razvoj programskega vmesnika za izračun 
dinamske togosti kotalnih ležajev 
 
 
 
Magistrsko delo magistrskega študijskega programa II. stopnje Strojništvo 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Matjaž Košiček 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ljubljana, avgust 2019 
  
 
 
 
 
  
 
 
 
 
UNIVERZA V LJUBLJANI 
Fakulteta za strojništvo 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Razvoj programskega vmesnika za izračun 
dinamske togosti kotalnih ležajev 
 
 
 
Magistrsko delo magistrskega študijskega programa II. stopnje Strojništvo 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Matjaž Košiček 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mentor: izr. prof. dr. Gregor Čepon, univ. dipl. inž. 
Somentor: prof. dr. Miha Boltežar, univ. dipl. inž. 
 
 
 
 
 
 
 
Ljubljana, avgust 2019 
  
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
v 
Zahvala 
V prvi vrsti se zahvaljujem mentorju, izr. prof. dr. Gregorju Čeponu in somentorju, prof. dr. 
Mihu Boltežarju za pomoč pri pisanju te naloge. Za pomoč se zahvaljujem tudi dr. Martinu 
Furlanu in sodelavcem. Zahvaljujem se tudi družini, ki mi je ves čas stala ob strani. Brez 
njih to delo ne bi nastalo v takšni obliki, kot je. 
 
 
  
 
vi 
 
 
 
vii 
 
  
 
viii 
 
 
 
ix 
Izvleček 
UDK 621.822.7:004.415(043.2) 
Tek. štev.: MAG II/715 
 
 
 
Razvoj programskega vmesnika za izračun dinamske togosti kotalnih 
ležajev 
 
 
 
Matjaž Košiček 
 
 
 
Ključne besede: korglični ležaj 
 togostna matrika 
 Hertzova teorija kontaktov 
 princip minimizacije celotne potencialne energije 
 grafični uporabniški vmesnik 
 
 
 
 
 
 
 
Ker kotalni ležaji povezujejo statični del naprave z rotirajočim, njihove dinamske lastnosti 
ključno vplivajo na dinamične lastnosti celotne naprave. V simulacijah dinamike rotacijskih 
naprav je zanesljivost numeričnega modela ležaja torej bistvenega pomena. Ležaj se zaradi 
svoje geometrijske kompleksnosti navadno modelira kot elastično povezavo rotirajočega 
dela naprave s statičnim, numerično opisano v obliki togostne matrike. Pričujoča naloga je 
bila zaradi njihove pogoste uporabe osredotočena na kroglične ležaje. V ta namen je bil med 
obstoječimi modeli izbran model Lima in Singha. Najprej so bile analizirane kinematične 
razmere izbranega modela ter kontaktne razmere znotraj ležaja po Hertzovi teoriji kontaktov. 
S pomočjo principa minimizacije celotne potencialne energije so bili določeni pomiki in 
zasuki ležaja pri danih obremenitvah. Posredno so bile prek zvez med silami in momenti ter 
pomiki in zasuki ležaja določene enačbe za izračun koeficientov togostne matrike. Izdelana 
je bila tudi računalniška aplikacija za izračun togostne matrike pri poljubnih obremenitvah 
ležajev. Na koncu je bila verificirana ustreznost razvitega modela prek primerjave z že 
obstoječimi aplikacijami za izračun togosti ležajev. 
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Rolling bearings connect static with rotating part of the machine, so their dynamic properties 
significantly impact the dynamics of the entire machine. Therefore, in the simulation of the 
dynamics of the rotating machinery, the reliability of the numerical model of the bearing is 
of great importance. Due to its geometric complexity, the bearing is usually modeled as an 
elastic connection between rotating and stationary part, numerically described by stiffness 
matrix. Because of their frequent use, the thesis was focused on the ball bearings. For that 
reason, the Lim and Singh model was adopted and fully presented in the thesis. Firstly, 
kinematics of the selected model and the contact conditions within the bearing by applying 
Hertzain contact theory were examined. Using the minimum total potential energy principle, 
linear and angular displacements of the bearing were determined at given loads. Via relations 
between forces and moments and linear and angular displacements, the coefficients of the 
stiffness matrix were obtained. The computer application for calculating stiffness matrix was 
also made. In the end the relevance of the developed model was verified through comparison 
with other existing applications for bearing stiffness calculation. 
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1 Uvod 
1.1 Ozadje problema 
Zaradi potreb po cenovni optimizacij izdelkov v strojni industriji postajajo simulacije za 
napovedovanje fizikalnih lastnosti izdelkov nepogrešljiv del pri njihovem konstruiranju in 
razvoju. V to kategorijo raziskav sodijo tudi simulacije dinamičnih lastnosti produktov. 
Ležaji so eden najpogosteje uporabljenih strojnih elementov v mnogih vejah strojništva. 
Poleg tega predstavljajo pri večini rotacijskih naprav edino komponento, ki povezuje statični 
del naprave z rotirajočim, zaradi česar s svojimi dinamskimi lastnostmi ključno vplivajo na 
dinamiko celotne naprave. Za potrebe simulacij rotirajočih strojev je torej izbira modela 
ležajev, ki čim bolje opiše njihove dinamske lastnosti, eden izmed bistvenih delov 
modeliranja večine rotirajočih naprav. Zelo pogosto uporabljeni ležaji v strojništvu so 
radialni enoredni kroglični ležaji z globokim utorom, zaradi česar bo naloga osredotočena 
predvsem na to vrsto ležajev ter na kroglične ležaje s poševnim kontaktom. Izmed dinamskih 
parametrov tovrstnih ležajev na dinamiko celotne naprave bistveno vpliva predvsem togost 
ležaja, ki povezuje statični del naprave z rotirajočim. Maso in dušenje lahko v veliko 
primerih zanemarimo. V simulacijah rotirajočih naprav se podrobnega geometrijskega 
modela ležajev zaradi njegove kompleksnosti ne vključuje kot takega, temveč je ležaj 
predpostavljen kot elastična povezava rotirajočega in statičnega dela naprave z določenimi 
nadomestnimi togostmi, torej matematičnimi zvezami med kinetičnimi (silami in momenti 
na notranji oziroma zunanji obroč ležaja) ter kinematičnimi veličinami (pomiki in zasuki 
notranjega obroča glede na zunanji obroč). Naloga bo osredotočena na izpeljavo analitičnega 
modela za izračun omenjenih nadomestnih togosti enorednih krogličnih ležajev in izdelavo 
računalniške aplikacije za njihov izračun glede na njihovo geometrijo, materialne lastnosti 
in obremenitve. 
 
 
1.2 Cilji 
V nalogi se bomo najprej osredotočili na pregled literature modelov togosti ležajev in 
vrednotenje njihovih prednosti in slabosti. Iz literature bomo nato izbrali model, ki bo za 
naše potrebe najprimernejši predvsem glede na razmerje med točnostjo in matematično 
zahtevnostjo modela. Po ustrezni izbiri bo treba nato podrobno preučiti fizikalno ozadje 
izbranega modela ter tako izpeljati enačbe, ki povezujejo kinematične veličine ležaja s 
Uvod 
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kinetičnimi. Nato bo potrebno izbrati ustrezno analitično ali numerično metodo za reševanje 
teh enačb. Za lažjo nadaljnjo uporabo modela bo napisana računalniška aplikacija za 
računanje informacij o togosti poljubnega radialnega enorednega krogličnega ležaja z 
globokim utorom ali krogličnega ležaja s poševnim kontaktom. Na koncu bodo predstavljene 
primerjave izračunov izdelanega računalniškega programa z že obstoječimi programi za 
izračun togostne matrike ležajev za različne tipe ležajev. 
 
 
 
 
3 
2 Teoretične osnove in pregled literature 
2.1 Radialni enoredni kroglični ležaj 
Za izpeljavo modela nadomestnih togosti ležaja je najprej potrebno definirati njegove 
geometrijske lastnosti in sestavne dele. 
 
 
2.1.1 Sestavni deli 
Radialni enoredni kroglični ležaji so sestavljeni, kot je prikazano na sliki 2.1. Notranji obroč 
je navadno prek krčnega naseda povezan z gredjo. V njem je izdelan utor z določenim 
polmerom, ki ga imenujemo tečina. V tečini so nameščene kroglice, ki jih na medsebojni 
razdalji drži kletka. Zunanji obroč ležaja je navadno nameščen na statičnem delu naprave in 
ima ravno tako izdelano tečino za kroglice z določenim polmerom. Lastnost ležajev z 
globokim utorom je, da je polmer njihovih kroglic le malo manjši (navadno približno do 4%) 
od polmera profila obeh utorov. Ležaj je običajno tudi mazan z različnimi mazivi, nekateri 
imajo tudi vgrajena tesnila. 
 
 
Slika 2.1: Sestavni deli enorednega krogličnega ležaja. 
Kroglica 
Kletka 
Tesnilo 
Zunanji ležajni obroč 
Notranji ležajni obroč 
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2.1.2 Osnovne geometrijske in materialne lastnosti 
Mere ležaja, ki so pomembne predvsem pri konstruiranju izdelka, v katerega bo ležaj 
vgrajen, so njegova širina 𝐵, njegov notranji premer 𝑑 in njegov zunanji premer 𝑑e. Druge 
mere, ki so pomembne pri opisu ležaja, so predvsem njegov srednji premer 𝑑m, radialna 
zračnost 2𝑟𝐿 in kontaktni kot v neobremenjenem stanju 𝛼0, ko je notranji obroč radialno 
pomaknjen k zunanjemu tako, da je posamezna kroglica v stiku z obema obročema (poglavje 
3.1). Bistveno vlogo pri togosti ležaja imajo predvsem število kroglic ležaja 𝑚, njihov 
premer 𝐷, ter oblika profila notranje in zunanje tečine ležaja (𝑑i, 𝑑o, 𝑟i in 𝑟o). Parameter, ki 
se pogosto pojavlja v literaturi za izračun togosti ležajev, je tudi razdalja med središči 
profilov obeh tečin, ko sta v stiku s kroglico v neobremenjenem stanju 𝐴0. Mere so prikazane 
na slikah 2.2 in 2.3. Dodatne informacije o geometrijskih parametrih se nahajajo v poglavju 
3.1. 
 
 
 
Slika 2.2: Geometrija tečin krogličnih ležajev. 
 
 
𝐷 
0,5𝑟𝐿 
𝑟o 
𝑟i 
𝛼0 
𝐴0 
Teoretične osnove in pregled literature 
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Slika 2.3: Značilne dimenzije krogličnih ležajev. 
 
Za izdelavo enorednih krogličnih ležajev se uporablja širok nabor materialov. Izbran 
material je odvisen od razmer njegovega obratovanja. Tako za izdelavo ležajnih obročev kot 
kroglic ležajev se najpogosteje uporabljajo kromirana jekla, npr. 100Cr6, 100CrMn6, 100Cr 
Mo6, 100CrMo7, 100CrMo73, 100CrMnMo8,... [1-3]. Uporabljajo se tudi nitrirana jekla 
[2], jekla za indukcijsko in plamensko kaljenje (npr. 43CrMo4,…), korozijsko odporna jekla 
(npr. X45Cr13, X65Cr13, X102CrMo17,…) [1], ogljikova jekla, nerjavna jekla in druga. 
Pogosto se uporabljajo tudi keramični materiali, najpogosteje Si3N4 [1], [2]. Ostali materiali 
za tovrstne ležaje so še druge kovine in zlitine (aluminij, zlato, platina, medenina,…) in razni 
polimerni materiali [4]. Kletke ležajev so navadno narejene iz medenine, jekla, polimernih 
materialov (najpogosteje iz PA66, ojačanega s steklenimi vlakni) redkeje tudi iz brona in 
aluminijevih zlitin [1]. Najpogostejši materiali tesnil so elastomeri, kot so akrilonitrilne 
gume, akrilatne gume in FKM gume [1]. 
 
 
 
 
 
 
𝐵 
𝑑i 𝑑m 𝑑 𝑑o 
𝑑e 
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2.1.3 Pregled obstoječih modelov ležaja 
V [5] je zbran pregled pogostih obstoječih modelov ležaja za izračun njihove togosti ter 
njihovih omejitev. Avtorja Lim in Singh navajata, da se za preproste izračune za gred in par 
ležajev uporablja kar členkasto podprt nosilec (slika 2.4). 
 
 
 
Slika 2.4: Členkasto podprt nosilec. 
 
Pogosto se za model ležaja uporablja tudi par translacijskih vzmeti, ki povezujejo statični 
del naprave z rotirajočim. Ena vzmet predstavlja radialno togost ležaja (𝑘r), druga pa 
aksialno (𝑘z), kot je prikazano na sliki 2.5. 
 
 
 
Slika 2.5: Preprost model para ležajev z gredjo. 
 
Točnejši modeli upoštevajo spreminjanje obeh togosti v odvisnosti od pomika ([6], [7]). V 
drugi polovici 20. stoletja je Rajab uvedel dodatna koeficienta togosti, koeficient upogibne 
togosti ležaja (togost rotacije enega ležajnega obroča napram drugemu) in koeficient, ki 
povezuje radialne kinetične in kinematične veličine z upogibnimi [8]. Lim in Singh sta 
ugotovila, da njegove analize niso bile pravilne. Kasneje je Young model izboljšal tako, da 
je upošteval aksialno silo na ležaj in nato s pomočjo vsote po kroglicah dobil sile na ležaj 
[9]. Tako je dobil matriko dimenzije 3×3, vendar se je, kot je navedeno v [5], njegov model 
zopet izkazal za napačnega. Zaradi omenjenih pomanjkljivosti sta Lim in Singh razvila njun 
lasten model določevanja togostne matrike ležajev. Njun model predpostavlja pet 
prostostnih stopenj, v smeri katerih ležaj izkazuje togost. Te prostostne stopnje so 
medsebojno povezane. Če torej apliciramo silo v smeri določene prostostne stopnje na en 
obroč ležaja, med tem ko drugega držimo povsem pri miru, ni nujno, da bo ta sila povzročila 
le pomik prvega obroča v smeri sile, temveč lahko povzroči pomik tudi v smereh preostalih 
prostostnih stopenj. Omenjene prostostne stopnje so pomiki v aksialni in dveh med sabo 
pravokotnih radialnih smereh ter zasuka okoli teh radialnih smeri. Okoli aksialne osi se eden 
izmed obročev, če drugi miruje, lahko prosto vrti, zaradi česar so vsi togostni koeficienti, 
povezani s to prostostno stopnjo, enaki 0. Matrika je torej dimenzije 6×6 z eno ničelno 
vrstico in enim ničelnim stolpcem, oziroma dimenzije 5×5, če ničelne koeficiente 
izvzamemo iz matrike. V tej nalogi bosta ničelna vrstica in stolpec po zgledu programa 
𝑘r1 
𝑘z1 
𝑘r2 
𝑘𝑧2 
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XLRotor izvzeta iz matrike, torej bo togostna matrika dimenzije 5×5. Če bo uporabnik 
končne aplikacije za izračun togostne matrike za potrebe simulacij potreboval matriko 6×6, 
bo sam v matriko dodal še ničelno vrstico ter ničelni stolpec. Avtorja sta v [5] navedla zelo 
dobro ujemanje njunega modela z eksperimentalnimi rezultati objavljenimi s strani J. Krausa 
[10]. Tudi v nekaterih drugih virih avtorji priznavajo natančnost njunega modela [11 – 13]. 
Ker model očitno izkazuje mnogo prednosti pred raznimi drugimi, se bomo v našem primeru 
osredotočili na slednjega. 
 
 
2.1.4 Pregled izbranega modela 
Avtorja sta v [5] svoj model zasnovala na podlagi naslednjih predpostavk: 
‐ Kontakti med kroglicami in tečinami ležaja so eliptičnih oblik, njihovo fizikalno 
obnašanje pa opisuje Hertzova teorija kontaktov. 
‐ Kontaktni koti znotraj ležaja se lahko spreminjajo. 
‐ Pomiki ležajev ob vibracijah rotacijske naprave so veliko manjši od pomikov zaradi 
prednapetja ležaja, torej jih lahko zanemarimo in lahko predpostavimo, da se togostna 
matrika ležaja s časom ne spreminja. 
‐ Razdalje med kroglicami se s časom ne spreminjajo. 
‐ Vztrajnostne vplive zaradi vrtenja ležaja (centrifugalne sile, giroskopski momenti,…) 
zanemarimo, ker imajo bistven vpliv le pri zelo visokih vrtilnih frekvencah. 
‐ Vplive maziva ležaja na njegove togostne lastnosti zanemarimo. 
 
Zunanje sile na ležaj, ki povzročijo pomike enega ležajnega obroča napram drugemu, so 
posledica sil na vležajeno gred in prednapetja ležaja. Avtorja Lim in Singh sta s pomočjo 
vektorja pomikov prostostnih stopenj izrazila kontaktni kot in pomik deformacije vsake 
kroglice posebej. Po Hetrtzovi teoriji sta nato izrazila silo na vsako kroglico. Zunanje sile na 
ležaj sta nato izrazila s pomočjo vsote sil na vse kroglice, torej v odvisnosti od pomikov 
ležaja. Člene togostne matrike sta nato izrazila kot odvode izrazov ležajnih zunanjih sil po 
pomikih. Tako sta dobila izraze za izračune togostnih koeficientov v odvisnosti od pomikov 
enega ležajnega obroča napram drugemu. Navadno sicer ti pomiki niso podani, v večini 
primerov so namesto njih znane zunanje sile na ležaj. Zaradi tega je v večini primerov najprej 
treba iz vektorja zunanjih sil na ležaj določiti pomike, iz katerih nato izračunamo togostne 
koeficiente. To lahko naredimo na več načinov. Lim in Singh [5] predlagata uporabo zvez 
med zunanjimi silami in pomiki kot sistem nelinearnih enačb, ki ga rešujemo s pomočjo 
Newton – Raphsonove metode. Avtorji so v [14] predlagali drugačen način izračuna, ki je v 
mnogo pogledih boljši od prej omenjenega. Učinkovitost reševanja z Newton – Raphsonovo 
metodo namreč zavisi od izbire začetnega približka, saj ima sistem reševanih enačb lahko 
več rešitev, od katerih pa niso nujno vse pravilne [14]. Alternativni način izračuna temelji 
na principu minimizacije celotne potencialne energije opazovanega sistema. 
 
Metoda, ki temelji na principu minimizacije celotne potencialne energije [14], uporablja za 
izračun tudi precej enostavnejše enačbe in s tem v več pogledih obvladljivejši postopek 
izračuna. Za določitev pomikov na osnovi podanih sil in momentov, ki delujejo na ležaj, je 
potrebno najprej zapisati funkcijo celotne potencialne energije kot funkcijo vseh petih 
prostostnih stopenj. Potencialna energija je sestavljena iz deformacijske potencialne energije 
ter potencialne energije zunanjih sil in momentov. Na območju vrednosti pomikov, kjer 
pričakujemo, da se nahajajo pravi pomiki ležajev, nato poiščemo globalni minimum funkcije 
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celotne potencialne energije. V tej točki se nahajajo pomiki ležaja, ki ustrezajo podanim 
silam in momentom. Prek njih lahko nato neposredno izračunamo togostno matriko ležaja. 
 
 
2.2 Princip minimizacije celotne potencialne energije 
Princip minimizacije celotne potencialne energije je eno izmed uporabnejših orodij za 
reševanje problemov v mehaniki elastičnih teles [15]. Gre za enega izmed variacijskih 
principov, ki se pogosto uporablja kot alternativa neposrednega reševanja ravnotežnih enačb 
robnih problemov elastomehanike, služi pa tudi kot osnova za nekatere najpogosteje 
uporabljene numerične metode v mehaniki kontinuumov, kot sta Rayleigh – Ritzova metoda 
[16] in metoda končnih elementov. Princip minimizacije celotne potencialne energije sledi 
iz posebnega primera principa virtualnega dela, ko na sistem delujejo samo konservativne 
sile. 
 
Za izpeljavo enačb je treba definirati celotno potencialno energijo opazovanega sistema 
elastičnih teles. Celotna potencialna energija je sestavljena iz deformacijske potencialne 
energije in potencialne energije zunanjih sil in momentov. Deformacijska potencialna 
energija je definirana z naslednjo enačbo [15]: 
𝑈Bs =
1
2
∫𝛔: 𝛆 d𝑉
𝛺
=
1
2
∫𝜎𝑖𝑗 𝑖𝑗 d𝑉
𝛺
. (2.1) 
Pri tem sta 𝛔 in 𝛆 napetostni in deformacijski tenzor, d𝑉 pa diferencial volumna opazovane 
elastične trdnine 𝛺. 
 
Če napetostni in deformacijski tenzor zapišemo kot vektorja 𝝈 in 𝜺, 
𝝈 =
{
 
 
 
 
𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑧𝑧
𝜎𝑥𝑦
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑥}
 
 
 
 
, (2.2) 
𝜺 =
{
 
 
 
 
𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
𝑥𝑦
𝑦𝑧
𝑧𝑥}
 
 
 
 
, (2.3) 
je deformacijska potencialna energija enaka [14]: 
𝑈Bs =
1
2
∫𝝈T𝜺 d𝑉
Ω
. (2.4) 
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Sprememba potencialne energije zaradi delovanja zunanjih sil je enaka nasprotni vrednosti 
njihovega opravljenega dela: 
𝑈Bf = −(∫𝒇𝒖d𝑉
𝛺
+ ∫𝒕𝒖d𝑆
𝛱
). (2.5) 
Pri tem je 𝒇 vektor zunanjih volumskih sil, 𝒕 je vektor zunanjih površinskih sil, 𝒖 je vektor 
pomikov elastičnih deformacij telesa, d𝑆 pa diferencial površine telesa, označene s 𝛱. Treba 
je poudariti, da so 𝒇 in 𝒕 konservativne sile. Kot je videti iz enačbe (2.5), se zaradi 
negativnega predznaka potencialna energija zmanjšuje, ko se prijemališče sile pomika v 
smeri sile, torej ko sile opravljajo delo. Celotna potencialna energija telesa je enaka vsoti 
𝑈Bs in 𝑈Bf. Veličine v enačbah (2.4) in (2.5) se da izraziti s pomiki telesa 𝒖, torej je tudi 
potencialna energija telesa funkcija 𝒖: 
𝑈pot = 𝑈Bs + 𝑈Bf = 𝑈pot(𝒖). (2.6) 
Princip minimizacije celotne potencialne energije trdi, da ravnotežno stanje sistema ustreza 
tistim pomikom 𝒖𝟎, pri katerih se nahaja minimum funkcije potencialne energije: 
𝑈pot(𝒖𝟎) ≤ 𝑈pot(𝒖). (2.7) 
 
 
2.3 Hertzova teorija kontaktov 
Za izračun togostne matrike ležajev je potrebno poznati tudi koeficient, ki popisuje vplive 
lastnosti ležajnega materiala. Model izračuna togostne matrike po teoriji Lima in Singha [5] 
te vplive zajema v materialni konstanti, v nadaljevanju označeni s 𝐾𝑛, ki daje informacijo o 
togosti sistema: notranji ležajni obroč – kroglica – zunanji ležajni obroč. Konstanta je 
odvisna od materialnih in geometrijskih lastnosti ležajnih obročev in kroglic [5]. V literaturi 
se najdejo različni postopki izračuna omenjene konstante. Večinoma sledijo enačbam 
Hertzove kontaktne teorije, ki jih nekateri viri nekoliko poenostavijo. V [1], [17] in [18] so 
predstavljeni postopki za določitev konstante podrobno opisani. Kar v modelu za izračun 
togostne matrike ležaja v [5] ni upoštevano, je dejstvo, da je po Hertzovi teoriji konstanta 
𝐾𝑛 odvisna tudi od kontaktnega kota posameznega ležaja in je torej odvisna tudi od 
obremenitev na ležaj ter se od kroglice do kroglice razlikuje. 
 
 
2.3.1 Geometrijske lastnosti točkovnih kontaktov 
V tem poglavju bodo predstavljene geometrijske lastnosti točkovnih kontaktov dveh 
sferoidnih teles (slika 2.6), ki imata lahko različna polmera ukrivljenosti v dveh med seboj 
pravokotnih ravninah (𝑟𝑖ℎ, pri čemer je 𝑖 indeks telesa v kontaktu,  ℎ pa ravnine). Tovrstni 
kontakt se namreč pojavlja med ležajnim obročem in kroglico. 
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Slika 2.6: Točkovni kontakt dveh sferoidnih teles. 
 
Za opis geometrije tovrstnega kontakta se uporabljata dva parametra, ki sta odvisna od 
ukrivljenosti površin. To sta vsota ukrivljenosti 𝛬(𝜌) in razlika ukrivljenosti 𝛤(𝜌) [17]: 
𝛬(𝜌) = 𝑟11
−1 + 𝑟12
−1 + 𝑟21
−1 + 𝑟22
−1, (2.8) 
𝛤(𝜌) =
𝜌11 − 𝜌12 + 𝜌21 − 𝜌22
𝛬(𝜌)
. (2.9) 
Pri tem je veličina 𝜌𝑖ℎ ukrivljenost in je pozitivna pri konveksnih površinah in negativna pri 
konkavnih. Njena vrednost je odvisna od polmera ukrivljenosti opazovane površine: 
𝜌𝑖ℎ = 𝑟𝑖ℎ
−1. (2.10) 
Razlika ukrivljenosti mora imeti vedno pozitivno vrednost med 0 in 1. Če dobimo pri 𝛤(𝜌) 
negativno vrednost, vzamemo njeno absolutno vrednost [19]. 
 
 
2.3.2 Hertzova teorija točkovnih kontaktov 
V nadaljevanju so predstavljene osnove Hertzove teorije za računanje površinskih napetosti 
in deformacij točkovnih kontaktov. S pomočjo te teorije bo kasneje v poglavju 3.2 izpeljan 
togostni koeficient sistema kontaktov obeh ležajnih obročev in kroglice. Teorija je večinoma 
povzeta po [17]. 
 
Hertzova teorija kontaktov temelji na naslednjih predpostavkah: 
Telo 1 
Telo 2 
𝑟12 𝑟11 
𝑟21 𝑟22 
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‐ Napetosti in deformacije, ki nastanejo ob kontaktu se nahajajo v elastičnem območju 
vrednosti (do plastičnih deformacij ne pride). 
‐ Obremenitve so pravokotne na površine kontakta, trenja ni. 
‐ Dimenzije površine kontakta so majhne v primerjavi s polmeri teles v kontaktu. 
 
Za popis porazdelitve napetosti v polneskončnem elastičnem telesu po Hertzovi teoriji iz 
prostorskih koordinat 𝑥, 𝑦 in 𝑧 uvedemo naslednje brezdimenzijske parametre: 
𝑋 =
𝑥
𝑏,
 (2.11) 
𝑌 =
𝑦
𝑏,
 (2.12) 
𝑍 =
𝑧
𝑏.
 (2.13) 
Pri tem je 𝑏 poljubna dolžina. Velja tudi: 
𝑢x
𝑐
=
𝜕𝑔1
𝜕𝑋
− 𝑍
𝜕𝑔2
𝜕𝑋,
 (2.14) 
𝑢y
𝑐
=
𝜕𝑔1
𝜕𝑌
− 𝑍
𝜕𝑔2
𝜕𝑌,
 (2.15) 
𝑢z
𝑐
=
𝜕𝑔1
𝜕𝑍
− 𝑍
𝜕𝑔2
𝜕𝑍
+ 𝑔2. (2.16) 
Konstanta 𝑐 je ravno tako poljubna dolžina. Veličine 𝑢x, 𝑢y in 𝑢z so pomiki deformacij teles 
v 𝑥, 𝑦 in 𝑧 smeri. Funkcij 𝑔1 in 𝑔2 sta funkcij parametrov 𝑋 in 𝑌, tako da velja: 
∇2𝑔1 = 0, (2.17) 
∇2𝑔2 = 0. (2.18) 
Parametra 𝑏 in 𝑐 sta s funkcijo 𝑔1 povezani z naslednjo enačbo: 
𝑏
𝑐
= −2
𝜕2𝑔1
𝜕𝑍2.
 (2.19) 
Pri tem je  dilatacija v posamezni točki telesa. V nadaljevanju po teoriji elastičnosti 
zapišemo enačbe, ki jih bomo kasneje potrebovali za nadaljnje izpeljave: 
‐ Enačbe za strižne deformacije telesa (enačbe (2.20 – 2.22)): 
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xy =
1
2
(
𝜕𝑢x
𝜕𝑦
+
𝜕𝑢y
𝜕𝑥
), (2.20) 
xz =
1
2
(
𝜕𝑢x
𝜕𝑧
+
𝜕𝑢z
𝜕𝑥
), (2.21) 
yz =
1
2
(
𝜕𝑢y
𝜕𝑧
+
𝜕𝑢z
𝜕𝑦
). (2.22) 
‐ Zveze med strižnimi deformacijami in strižnimi napetostmi (enačbe (2.23 – 2.25)): 
xy =
𝜎xy
2𝐺,
 (2.23) 
xz =
𝜎xz
2𝐺,
 (2.24) 
yz =
𝜎yz
2𝐺.
 (2.25) 
‐ Enačbe za spremembo volumna posameznega delca v materialu (enačba (2.26)): 
∆𝑉
𝑉0
= = xx + yy + zz. 
(2.26) 
‐ Enačbe, ki definirajo normalne napetosti (enačbe (2.27 – 2.29)): 
𝜎xx = 2𝐺 (
𝜕𝑢x
𝜕𝑥
+
𝜈
1 − 2𝜈
), 
(2.27) 
𝜎𝑦𝑦 = 2𝐺 (
𝜕𝑢y
𝜕𝑦
+
𝜈
1 − 2𝜈
), (2.28) 
𝜎𝑧𝑧 = 2𝐺 (
𝜕𝑢z
𝜕𝑧
+
𝜈
1 − 2𝜈
). (2.29) 
‐ Tri enačbe kompatibilnosti (enačbe (2.30 – 2.32)): 
∇2𝑢x +
𝜕
𝜕𝑥
1 − 2𝜈
= 0, 
(2.30) 
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∇2𝑢y +
𝜕
𝜕𝑦
1 − 2𝜈
= 0, 
(2.31) 
∇2𝑢z +
𝜕
𝜕𝑧
1 − 2𝜈
= 0. 
(2.32) 
Pri tem je 𝑉0 začetni volumen posameznega delca znotraj materiala, 𝐺 pa strižni modul 
izotropnega elastičnega materiala: 
𝐺 =
𝐸
2(1 + 𝜈).
 (2.33) 
Pri tem sta 𝐸 in 𝜈 modul elastičnosti in Poissonovo število materiala. Če enačbe (2.20 – 2.32) 
združimo z enačbami (2.11 – 2.19), dobimo naslednje zveze: 
𝜎xx
𝜎0
= 𝑍
𝜕2𝑔2
𝜕𝑋2
−
𝜕2𝑔1
𝜕𝑋2
− 2
𝜕𝑔2
𝜕𝑍,
 (2.34) 
𝜎𝑦𝑦
𝜎0
= 𝑍
𝜕2𝑔2
𝜕𝑌2
−
𝜕2𝑔1
𝜕𝑌2
− 2
𝜕𝑔2
𝜕𝑍,
 (2.35) 
𝜎𝑧𝑧
𝜎0
= 𝑍
𝜕2𝑔2
𝜕𝑍2
−
𝜕𝑔2
𝜕𝑍,
 (2.36) 
𝜎xy
𝜎0
= 𝑍
𝜕2𝑔2
𝜕𝑋𝜕𝑌
−
𝜕2𝑔1
𝜕𝑋𝜕𝑌,
 (2.37) 
𝜎xz
𝜎0
= 𝑍
𝜕2𝑔2
𝜕𝑋𝜕𝑍,
 (2.38) 
𝜎𝑦𝑧
𝜎0
=
𝜕2𝑔2
𝜕𝑌𝜕𝑍.
 (2.39) 
Pri tem velja: 
𝜎0 = −2𝐺
𝑐
𝑏,
 (2.40) 
𝑔1 = (1 − 2𝜈)∫ 𝑔2(𝑋, 𝑌, 𝜃) d𝜃
∞
𝑧
. (2.41) 
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Izpeljane enačbe služijo za popis napetosti in deformacij znotraj poljubnega polneskončnega 
telesa, omejenega z ravnino 𝑥 – 𝑦, na kateri je 𝑧 = 0,  𝜎xz = 0,  𝜎𝑦𝑧 = 0, 𝜎𝑧𝑧 pa ima končno 
vrednost. V nadaljevanju enačbe prilagodimo kontaktu dveh polneskončnih sferoidnih teles. 
V tem primeru je površina 𝑥 – 𝑦 (kontakt teles) eliptične oblike z veliko polosjo dolžine 𝑎 
in malo polosjo dolžine 𝑏. Funkcija 𝑔2 je v tem primeru definirana na naslednji način: 
𝑔2 =
1
2
∫
(1 −
𝑋2
𝜅2 + 𝑄2
−
𝑌2
1 + 𝑄2
−
𝑍2
𝑄2
)
√(𝜅2 + 𝑄2)(1 + 𝑄2)
𝜅 d𝑄
∞
𝑄0
. (2.42) 
Pri tem je 𝑄0 največja pozitivna rešitev enačbe: 
𝑋2
𝜅2 + 𝑄0
2 +
𝑌2
1 + 𝑄0
2 +
𝑍2
𝑄0
2 = 1. (2.43) 
Parameter 𝜅 je definiran z razmerjem polosi eliptičnega kontakta: 
𝜅 =
𝑎
𝑏.
 (2.44) 
Napetost v središču kontakta je v tem primeru enaka: 
𝜎0 = −
3𝐹
2𝜋𝑎𝑏.
 (2.45) 
Torej za parameter 𝑐 velja: 
𝑐 =
3𝐹
4𝜋𝐺𝑎.
 (2.46) 
Pri tem je 𝐹 normalna sila na kontakt, ki potiska eno telo proti drugemu. V primeru ko 𝜅 =
∞, velja: 
𝜎0 = −
2𝐹
𝜋𝑏.
 (2.47) 
𝑐 =
𝐹
𝜋𝐺.
 (2.48) 
Hertz je razliko ukrivljenosti kontakta (enačba (2.9)) za točkovni kontakt teles s sferoidnimi 
kontaktnimi površinami definiral tudi v odvisnosti od 𝜅: 
𝛤(𝜌) =
(𝜅2 + 1)𝐸𝑒(𝜅) − 2𝐹𝑒(𝜅)
(𝜅2 − 1)𝐸𝑒(𝜅).
 (2.49) 
Pri tem sta 𝐹𝑒(𝜅) in 𝐸𝑒(𝜅) definirana kot popolna eliptična integrala prve in druge vrste: 
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𝐹𝑒(𝜅) = ∫
(
 
1
√1 − (1 −
1
𝜅2
) (sin(𝜑))2)
 d𝜑
𝜋
2
0
, 
(2.50) 
𝐸𝑒(𝜅) = ∫ √1 − (1 −
1
𝜅2
) (sin(𝜑))2d𝜑
𝜋
2
0
. 
(2.51) 
V nekateri literaturi se za izračun integralov uporabljajo tudi aproksimacijske enačbe, s 
čimer se lahko izognemo numeričnemu integriranju ([17], [18], [20]) 
 
Dolžini polosi 𝑎, 𝑏 sta definirani tudi na sledeč način: 
𝑎 = 𝑎0 (
3𝐹
2𝛬(𝜌)
(
1 − 𝜈1
2
𝐸1
+
1 − 𝜈2
2
𝐸2
))
1
3
, (2.52) 
𝑏 = 𝑏0 (
3𝐹
2𝛬(𝜌)
(
1 − 𝜈1
2
𝐸1
+
1 − 𝜈2
2
𝐸2
))
1
3
. (2.53) 
Pomik enega telesa napram drugemu ob obremenitvi v kontaktu, parameter 𝛿, je definiran z 
enačbo (2.54): 
𝛿 = 𝛿0 (
3𝐹
2𝛬(𝜌)
(
1 − 𝜈1
2
𝐸1
+
1 − 𝜈2
2
𝐸2
))
2
3 𝛬(𝜌)
2.
 (2.54) 
Indeksa 1 in 2 pri elastičnem modulu 𝐸 in Poissonovem številu 𝜈 se nanašata na prvo 
oziroma drugo telo. Pri tem so: 
𝑎0 = (
2𝜅2𝐸𝑒(𝜅)
𝜋
)
1
3
, (2.55) 
𝑏0 = (
2𝐸𝑒(𝜅)
𝜋𝜅
)
1
3
, (2.56) 
𝛿0 =
2𝐹𝑒(𝜅)
𝜋
(
𝜋
2𝜅2𝐸𝑒(𝜅)
)
1
3
. (2.57) 
Maksimalna napetost na kontaktni površini se pojavi v središču kontakta in se jo izračuna 
po enačbi (2.45). Napetost drugje po površini kontakta je definirana z naslednjo enačbo: 
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𝜎(𝑥, 𝑦) = −
3𝐹
2𝜋𝑎𝑏
√1 − (
𝑥
𝑎
)
2
− (
𝑦
𝑏
)
2
. (2.58) 
Negativni predznak v enačbi nakazuje tlačno napetost. Pri tem upoštevamo, da se izhodišče 
koordinatnega sistema z osmi 𝑥, 𝑦 in 𝑧 nahaja v središču površine kontakta. 
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3 Metodologija raziskave 
3.1 Kinematične razmere v ležaju 
3.1.1 Pomik deformacije posamezne kroglice 
Prvi korak pri gradnji postopka za izračun togostne matrike ležaja je določitev izraza za 
potencialno energijo opazovanega sistema v odvisnosti od prostostnih stopenj, v katerih ležaj 
izkazuje togost (slika 3.1). V ta namen moramo najprej natančneje proučiti odvisnost 
pomikov deformacij kroglic od pomikov enega ležajnega obroča napram drugemu (𝛿bx, 𝛿by, 
𝛿bz, 𝛽bx, 𝛽by). Najprej za poljubno j – to kroglico zapišemo pomika deformacij v radialni 
(𝛿r𝑗) in aksialni (𝛿z𝑗) smeri izražena s prostostnimi stopnjami ležaja, kot je prikazano na 
sliki 3.2: 
𝛿r𝑗 = 𝛿bx cos(𝜓𝑗) + 𝛿by sin(𝜓𝑗) − 𝑟𝐿 , (3.1) 
𝛿z𝑗 = 𝛿bz + 𝑟𝑗(𝛽bx sin(𝜓𝑗) − 𝛽by cos(𝜓𝑗)). (3.2) 
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Slika 3.1: Prostostne stopnje, v katerih ležaj izkazuje togost. 
 
 
 
Slika 3.2: Pomiki deformacij posamezne kroglice. 
𝛿bx, 𝐹bx 
𝛿by, 𝐹by 
𝛿bz, 𝐹bz 
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𝛿z𝑗 
𝛿r𝑗 
𝛼0 
𝛼𝑗 
𝐴0 
𝐴𝑗 
𝑧 
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Pri tem je 𝑟𝐿 polovica radialne zračnosti ležaja, 𝑟𝑗 razdalja od središča ležaja do središča 
profila tečine notranjega ležajnega obroča in 𝜓𝑗 kot med 𝑥 – osjo ležaja ter črto, ki povezuje 
središče ležaja in središče 𝑗 – te kroglice v smeri pozitivne rotacije okoli z – osi in je določen 
z enačbo (3.3): 
𝜓𝑗 = 𝜓0 +
2𝜋
𝑚
(𝑗 − 1). (3.3) 
Parameter 𝜓0 predstavlja kot 𝜓𝑗 za prvo kroglico, torej kroglico z najmanjšim kotom 𝜓𝑗. 
Ker je ta kot v realnosti precej težko določiti, se odločimo, da bo v našem primeru enak 0°. 
V nadaljevanju z izraženimi parametri izrazimo razdaljo med središči profilov zunanje in 
notranje tečine ležaja v obremenjenem stanju (𝐴𝑗): 
𝐴𝑗 = √(𝐴0 sin(𝛼0) + 𝛿z𝑗)
2
+ (𝐴0 cos(𝛼0) + 𝛿r𝑗)
2
. (3.4) 
Pri tem sta 𝐴0 in 𝛼0 razdalja med središči profilov tečin (definirano v poglavju 2.1.2) in 
kontaktni kot ležaja, ko je notranji obroč ležaja radialno pomaknjen tako, da med tečinama 
in kroglico pride do kontakta (poglavje 3.1.2). Pomik deformacije j – te kroglice je torej 
enak: 
𝛿B𝑗 = {
𝐴𝑗 − 𝐴0; 𝛿B𝑗 > 0
0 𝛿B𝑗 ≤ 0.
 (3.5) 
Kontaktni kot kroglice v obremenjenem stanju 𝛼𝑗 je ob tem enak: 
tan(𝛼𝑗) =
𝐴0 sin(𝛼0) + 𝛿z𝑗
𝐴0 cos(𝛼0) + 𝛿r𝑗 .
 (3.6) 
Kot vidimo iz enačbe (3.5), pomik deformacije kroglice ne more biti negativen, saj bi to 
pomenilo, da je kroglica natezno obremenjena, kar je zaradi nevezanih kontaktov med 
kroglicami in ležajnimi obroči nemogoče. Namesto tega velja, da je kroglica razbremenjena, 
če je razlika med 𝐴𝑗 in 𝐴0 negativna. 
 
Po definiranju kinematičnih veličin lahko začnemo graditi izraz za funkcijo potencialne 
energije v odvisnosti od pomikov. Potencialna energija obremenjenega ležaja je enaka vsoti 
deformacijske in potencialne energije notranjih sil in momentov. Za izračun deformacijske 
energije je potrebno najprej definirati zvezo med pomikom in silo za sistem kontaktov med 
zunanjo tečino, kroglico in notranjo tečino. To zvezo definiramo po Hertzovi teoriji 
kontaktov: 
𝐹𝑗 = 𝐾𝑛𝛿𝑗
𝑛. (3.7) 
Pri tem je 𝐹𝑗 normalna sila na sistem zunanjega ležajnega obroča, kroglice in notranjega 
ležajnega obroča. Preden nadaljujemo z izpeljavo funkcije potencialne energije v odvisnosti 
od prostostnih stopenj ležaja, je treba podrobneje preučiti, kako natanko izračunamo 
konstanto 𝐾𝑛 in parameter 𝑛 ter kakšne so njune lastnosti (poglavje 3.2). 
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3.1.2 Geometrijske povezave med veličinami 
V nadaljevanju je potrebno izbrati geometrijske parametre ležaja, tako da bo vsa geometrija, 
ki mora biti znana za izračun togostne matrike, enolično določena. Odločimo se, da bodo 
geometrijski podatki, ki jih bo v končni aplikaciji za izračun moral določiti uporabnik, tisti 
podatki, ki jih v praksi za posamezen ležaj najlažje izmerimo. To so 𝑟o, 𝑟i, 𝑑o, 𝑑i, 𝐷, 𝑚 in 
𝛼0, za katerega predpostavimo, da je podan s strani proizvajalca (pri radialnih krogličnih 
ležajih z globokim utorom je enak 0°). S temi veličinami nato izrazimo ostale parametre. Da 
to izvedemo, moramo najprej natančno proučiti, kaj po teoriji Lima in Singha [5] 
predstavljajo izbrani parametri. Parameter 𝐴0 sta avtorja vira [5] definirala kot 
»neobremenjena razdalja med središčema profilov tečin«, parameter 𝛼0 kot »neobremenjen 
kontaktni kot ležaja«, parameter 𝑟𝐿 pa kot »radialna zračnost ležaja«. V različni literaturi ta 
imena predstavljajo različne parametre, zaradi česar je treba iz kinematičnih enačb (poglavje 
3.1.1), razbrati, kateri parametri so pod določenimi imeni mišljeni v teoriji Lima in Singha. 
Iz enačbe (3.4) je razvidno, da lahko parameter 𝐴𝑗 z matematičnega vidika obravnavamo kot 
velikost vektorja 𝑨𝑗 s komponentama: 
𝑨𝑗 = {
𝐴0 cos(𝛼0) + 𝛿bx cos(𝜓𝑗) + 𝛿by sin(𝜓𝑗) − 𝑟𝐿
𝐴0 sin(𝛼0) + 𝛿bz + 𝑟𝑗(𝛽bx sin(𝜓𝑗) − 𝛽by cos(𝜓𝑗))
}. (3.8) 
Prva komponenta vektorja 𝑨𝑗 predstavlja razdaljo med središčema profilov ležajnih tečin v 
radialni smeri, druga pa v aksialni. Vidimo, da je velikost komponent vektorja 𝑨𝑗 v primeru, 
ko so 𝛿bx, 𝛿by, 𝛿bz, 𝛽bx, 𝛽by vsi enaki 0 (slika 3.3): 
𝑨𝑗0 = {
𝐴0 cos(𝛼0) − 𝑟𝐿
𝐴0 sin(𝛼0)
}. (3.9) 
Vidimo torej, da če iz začetne lege {𝛿bx, 𝛿by, 𝛿bz, 𝛽bx, 𝛽by} = {0} napravimo radialni premik 
za 𝑟𝐿, pridemo do stanja, ko velja: 
𝑨𝑗r = {
𝐴0 cos(𝛼0)
𝐴0 sin(𝛼0)
}. (3.10) 
V koordinatnem sistemu na sliki 3.3 lahko grafično prikažemo kot med radialno smerjo in 
namišljeno črto, ki povezuje središči profilov tečin obeh ležajnih obročev (ko sta obe tečini 
v stiku s kroglico je to kontaktni kot) ter razdaljo med središčema pri danem aksialnem in 
radialnem pomiku. Omenjeni kot predstavlja kot med osjo 𝑟 in vektorjem 𝑨𝑗, razdalja med 
središči profilov tečin pa velikost tega vektorja. Na sliki 3.3 sta narisana omenjena vektorja 
za začetno stanje in stanje, ko je notranji obroč pomaknjen radialno brez obremenitve tako, 
da pride do stika obeh ležajnih obročev s kroglico. 
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Slika 3.3: Razdalja med središčema tečin ležajev v začetnem stanju in po radialnem premiku. 
 
V tem stanju je torej kontaktni kot ležaja enak 𝛼0, razdalja med središči profilov obeh tečin 
pa 𝐴0. Ker sklepamo, da sta v začetnem stanju zunanji in notranji obroč ležaja soosna, lahko 
sklepamo, da je parameter 𝐴0 po teoriji Lima in Singha enak razdalji med središčema 
profilov obeh tečin, v trenutku, ko sta v kontaktu s kroglico, vendar ležaj ni obremenjen, 
torej do deformaciji ne pride: 
𝐴0 = |𝑨𝑗r| = 𝑟o + 𝑟i − 𝐷. (3.11) 
Sklepamo lahko tudi, da je 𝛼0 kontaktni kot ležaja, ko je notranji obroč brez obremenitve 
radialno pomaknjen tako, da pride do kontaktov med obema ležajnima tečinama in kroglico, 
kot je prikazano na sliki 3.4. Parameter 𝑟𝐿 v tem primeru predstavlja polovico celotne 
radialne zračnosti. Termin »radialna zračnost« je namreč v večini literature definiran kot 
razdalja prostega pomika enega ležajnega obroča napram drugemu v radialni smeri. V 
nadaljevanju izpeljemo izraz za 𝑟𝐿 v odvisnosti od geometrijskih parametrov, ki jih bo v 
aplikaciji podal uporabnik (slika 3.4). Slika 3.4 prikazuje položaj ležajnih obročev, ko je 
notranji obroč brez obremenitve radialno pomaknjen za 𝑟𝐿, torej tako, da pride do kontaktov 
med kroglico in obema obročema. 
 
 
𝑨𝑗0 
𝑨𝑗r 
𝛼0 
𝐴0 cos(𝛼0) 
𝐴0 sin(𝛼0) 
𝑟𝐿 
𝑧 
𝑟 
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Slika 3.4: Radialni premik notranjega obroča. 
 
Najprej torej definiramo koordinatni sistem s koordinatnima osema 𝑥0 in 𝑦0, v katerem bomo 
opisovali geometrijske parametre. Koordinatni sistem naj se nahaja na osi zunanjega 
ležajnega obroča pod središčem profila tečine zunanjega ležajnega obroča. Nato v tem 
koordinatnem sistemu definiramo koordinate središč profilov obeh tečin: 
𝑥i = 𝐴0 sin(𝛼0), (3.12) 
𝑦i = 𝑟𝐿 +
𝑑i
2
+ 𝑟i, (3.13) 
𝑥o = 0, (3.14) 
𝑦o =
𝑑o
2
− 𝑟o. (3.15) 
Razvidno je, da velja: 
𝑦i = 𝑦o + 𝐴0 cos(𝛼0). (3.16) 
Enačbo (3.16) zapišemo v razviti obliki: 
𝐴0 
𝑟𝐿 
𝛼0 
𝑟i 
𝑟o 
𝑑i
2
 
𝑑i
2
+ 𝑟𝐿 
𝑑o
2
 
𝐷 
𝑦0 
𝑥0 
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𝑟𝐿 +
𝑑i
2
+ 𝑟i =
𝑑o
2
− 𝑟o + 𝐴0 cos(𝛼0). (3.17) 
Polovico radialne zračnosti se torej izračuna na sledeč način: 
𝑟𝐿 =
𝑑o
2
− 𝑟o + 𝐴0 cos(𝛼0) −
𝑑i
2
− 𝑟i. (3.18) 
Srednji premer ležaja ocenimo po naslednji enačbi: 
𝑑m = 𝑑i + 𝐷 + 𝑟𝐿 . (3.19) 
Za razdaljo 𝑟𝑗 sta Lim in Singh [5] predpisala naslednjo enačbo: 
𝑟𝑗 =
𝑑m + 𝐴0
2.
 (3.20) 
Ker pa je 𝑟𝑗 definiran kot razdalja v radialni smeri med osjo notranjega obroča in središčem 
profila tečine notranjega ležajnega obroča, vidimo, da je pravilnejši izraz: 
𝑟𝑗 =
𝑑i
2
+ 𝑟i. (3.21) 
Ta izraz tudi uporabimo pri izdelavi računalniškega programa za izračun togosti ležajev. 
 
 
3.1.3 Geometrijske omejitve 
V programu za izračun togostne matrike ležaja je potrebno preprečiti, da bi uporabnik kot 
vhodne podatke pomotoma vnesel nerealne parametre, pri katerih teorija, katere enačbe so 
uporabljene za izračun, ne bi več veljala. Potrebno je torej natančno določiti, pri katerih 
pogojih bo program izračunal togostno matriko. 
Pogoji, ki morajo biti izpolnjeni, da se program izvede, so: 
‐ Polmer kroglice mora biti manjši od polmera profilov obeh ležajnih tečin: 
2𝑟i, 2𝑟o > 𝐷. (3.22) 
‐ Radialna zračnost ne sme biti negativna: 
𝑟𝐿 ≥ 0. (3.23) 
‐ Med kroglicami mora biti vsaj malo prostora: 
𝜋
𝑚
> arcsin (
D
𝑑m
). (3.24) 
‐ Število kroglic mora biti celo število: 
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𝑚 ∈ ℤ. (3.25) 
‐ Vse podane dimenzije morajo biti večje od 0: 
𝑟o, 𝑟i, 𝑑o, 𝑑i, D, z > 0. (3.26) 
‐ Moduli elastičnosti gradiv ne smejo biti negativni: 
𝐸o, 𝐸i, 𝐸b > 0. (3.27) 
Poissonova števila morajo imeti vrednosti znotraj naslednjega intervala: 
−1 ≤ 𝜈o, 𝜈i, 𝜈b ≤ 0,5. (3.28) 
Kontaktni kot mora imeti vrednost med: 
−
𝜋
2
< 𝛼0 <
𝜋
2.
 (3.29) 
V programu preprečimo še nekatere druge napake, ki bi se lahko zgodile ob računanju 
togostne matrike, kot je zapisano v poglavju 3.5. 
 
 
3.2 Modeliranje kontaktov 
Kontakte modeliramo po Hertzovi teoriji, kot je predstavljeno v poglavju 2.3. V primeru 
krogličnega ležaja sta telesi v kontaktu (slika 2.6) posamezna ležajna kroglica ter posamezni 
ležajni obroč. Izpeljave so večinoma povzete po [17]. 
 
 
3.2.1 Kontakt med kroglico in notranjim ležajnim obročem 
Polmere 𝑟11, 𝑟12, 𝑟21 in 𝑟22 na sliki 2.6 lahko v primeru kontakta med tečino notranjega 
ležajnega obroča in kroglice zapišemo kot: 
𝑟11i = 𝑟12i =
1
2
𝐷, (3.30) 
𝑟21i =
1
2
(
𝑑m
cos(𝛼)
− 𝐷), 
(3.31) 
𝑟22i = 𝑓i𝐷. (3.32) 
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Pri tem so 𝐷 premer kroglice, 𝑑m srednji premer ležaja, 𝛼 trenutni kontaktni kot ležaja, 
parameter 𝑓i pa je definiran z naslednjo enačbo: 
𝑓i =
𝑟i
𝐷,
 
(3.33) 
Pri čemer je 𝑟i polmer profila notranje tečine ležaja in je v tem primeru enak 𝑟22i. Nato 
uvedemo parameter: 
𝛾 =
𝐷
𝑑m
cos(𝛼). 
(3.34) 
Ukrivljenosti so torej enake: 
𝜌11i = 𝜌12i =
2
𝐷,
 (3.35) 
𝜌21i =
2
𝐷
(
𝛾
1 − 𝛾
), (3.36) 
𝜌22i = −(𝑓i𝐷)
−1. (3.37) 
Tako lahko vsoto in razliko ukrivljenosti kontakta med kroglico in zunanjo tečino zapišemo 
z izrazoma: 
𝛬(𝜌)i =
1
𝐷
(4 −
1
𝑓i
+
2𝛾
1 − 𝛾
), (3.38) 
𝛤(𝜌)i =
1
𝑓i
+
2𝛾
1 − 𝛾
4 −
1
𝑓i
+
2𝛾
1 − 𝛾.
 (3.39) 
 
 
3.2.2 Kontakt med kroglico in zunanjim ležajnim obročem 
Podobno kot za kontakt z notranjim ležajnim obročem izpeljemo še izraza vsote in razlike 
ukrivljenosti kontakta med kroglico in tečino zunanjega ležajnega obroča. Tudi v tem 
primeru velja: 
𝜌11o = 𝜌12o =
2
𝐷.
 (3.40) 
Polmera 𝑟21o in 𝑟22o sta definirana po spodnjih enačbah: 
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𝑟21o =
1
2
(
𝑑m
cos(𝛼)
+ 𝐷), (3.41) 
𝑟22o = 𝑓o𝐷, (3.42) 
𝑓o =
𝑟o
𝐷.
 (3.43) 
Pri tem je 𝑟o polmer profila tečine zunanjega ležajnega obroča in je enak 𝑟22o. Ukrivljenosti 
so torej definirane po spodnjih enačbah: 
𝜌21o = −
2
𝐷
(
𝛾
1 + 𝛾
), (3.44) 
𝜌22o = −(𝑓o𝐷)
−1. (3.45) 
Vsota in razlika ukrivljenosti kontaktov sta torej enaki: 
𝛬(𝜌)o =
1
𝐷
(4 −
1
𝑓o
−
2𝛾
1 + 𝛾
). (3.46) 
𝛤(𝜌)o =
1
𝑓o
−
2𝛾
1 + 𝛾
4 −
1
𝑓o
−
2𝛾
1 + 𝛾.
 (3.47) 
 
 
3.2.3 Zveza med silami in pomiki v kontaktu 
Po Hertzovi teoriji je zveza med pomiki (𝛿) in silami (𝐹) v primeru kontaktov sferoidnih 
teles prikazanih na sliki 2.6 definirana z enačbo (2.54). Če iz te enačbe izrazimo 𝐹, dobimo: 
𝐹 = (
2
𝛿0𝛬(𝜌)
)
3
2
(
3
2𝛬(𝜌)
(
1 − 𝜈i,o
2
𝐸i,o
+
1 − 𝜈b
2
𝐸b
))
−1
𝛿
3
2. (3.48) 
Indeks i, o v enačbi (3.48) se nanaša na enega izmed ležajnih obročev, b pa na kroglico. 
Enačbo lahko krajše zapišemo kot: 
𝐹 = 𝑘𝑛𝛿
3
2, 
(3.49) 
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𝑘𝑛 = (
2
𝛿0𝛬(𝜌)
)
3
2
(
3
2𝛬(𝜌)
(
1 − 𝜈i,o
2
𝐸i,o
+
1 − 𝜈b
2
𝐸b
))
−1
. 
(3.50) 
Konstanta 𝑘𝑛 torej definira zvezo med silami in pomiki za primer kontakta prikazanega na 
sliki 2.6 in torej predstavlja togost kontakta. 
 
Ko imamo znano enačbo za izračun koeficienta 𝑘𝑛, lahko izpeljemo enačbo, ki popiše zvezo 
med silo in pomikom v primeru sistema kontaktov med notranjim ležajnim obročem, 
kroglico in zunanjim ležajnim obročem. V tem primeru imamo sistem dveh kontaktov 
sferoidnih teles, prikazanih na sliki 2.6, ki si zaporedno sledita. V tem primeru je sila 
konstantna skozi celoten sistem kontaktov, skupni pomik sistema, pa je vsota pomikov obeh 
kontaktov. Velja torej: 
𝐹 = 𝑘𝑛1𝛿1
3
2 = 𝑘𝑛2𝛿2
3
2, 
(3.51) 
𝛿 = 𝛿1 + 𝛿2. (3.52) 
Pri tem se indeks 1 nanaša na kontakt med kroglico in notranjim ležajnim obročem, indeks 
2 pa na kontakt med kroglico in zunanjim ležajnim obročem. Če zvezo v enačbi (3.52) 
upoštevamo v enačbi (3.51), dobimo: 
𝐹 = (
1
𝑘𝑛1
2
3
+
1
𝑘𝑛2
2
3
)
−
3
2
𝛿
3
2 = 𝐾𝑛𝛿
3
2. 
(3.53) 
Sedaj lahko izrazimo neznane parametre v enačbi (3.7): 
𝑛 =
3
2,
 
(3.54) 
𝐾𝑛 = (
1
𝑘𝑛1
2
3
+
1
𝑘𝑛2
2
3
)
−
3
2
. 
(3.55) 
 
 
3.2.4 Postopek izračuna togosti sistema kontaktov 
Ko so znane relacije med posameznimi veličinami, je treba določiti postopek izračuna 
konstante 𝐾𝑛 ob predpostavki, da so znane geometrijske in materialne lastnosti ležajnih 
obročev in opazovane kroglice ter obremenitve na ležaj. Kot je razvidno iz prikazane teorije, 
morajo biti podani torej premer kroglice (𝐷), srednji premer ležaja (𝑑m), polmera profilov 
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obeh ležajnih tečin, iz katerih izračunamo koeficienta 𝑓i in 𝑓o iz enačb (3.33) in (3.43), 
moduli elastičnosti (𝐸i, 𝐸o in 𝐸b) in Poissonova števila (𝜈i, 𝜈o in 𝜈b) materialov obeh ležajnih 
obročev in kroglice ter obremenitve, iz katerih izračunamo kontaktni kot 𝛼𝑗. Ker so vsi 
vhodni parametri razen 𝛼𝑗 za vsak ležaj točno določeni, lahko opazimo, da se koeficient 𝐾𝑛 
pri določenem ležaju spreminja predvsem v odvisnosti od obremenitev oziroma kontaktnega 
kota. Koeficient 𝐾𝑛 je znotraj posameznega ležaja torej funkcija kota 𝛼𝑗. 
 
Prvi korak pri računanju koeficienta 𝐾𝑛(𝛼𝑗) je določitev vrednosti parametrov 𝜅 za kontakt 
med notranjim ležajnim obročem in kroglico (𝜅i) ter kroglico in zunanjim ležajnim obročem 
(𝜅o). V ta namen najprej izračunamo razliki ukrivljenosti obeh kontaktov (𝛤(𝜌)i in 𝛤(𝜌)o) 
po enačbah (3.39) in (3.47). Ko imamo ta dva parametra znana, numerično rešimo enačbo 
(2.49) za vsakega izmed obeh kontaktov. V ta namen uporabimo sekantno metodo. Enačbo 
(2.49) moramo torej za oba kontakta najprej urediti v naslednjo obliko: 
(𝜅i
2 + 1)𝐸𝑒(𝜅i) − 2𝐹𝑒(𝜅i)
(𝜅i
2 − 1)𝐸𝑒(𝜅i)
− 𝛤(𝜌)i = 0, 
(3.56) 
(𝜅o
2 + 1)𝐸𝑒(𝜅o) − 2𝐹𝑒(𝜅o)
(𝜅o2 − 1)𝐸𝑒(𝜅o)
− 𝛤(𝜌)o = 0. 
(3.57) 
Ko enačbi rešimo, izračunamo vsoti ukrivljenosti obeh kontaktov 𝛬(𝜌)i in 𝛬(𝜌)o po enačbah 
(3.38) in (3.46). Za izračun parametrov 𝛿0i in 𝛿0o se nato ravnamo po enačbi (2.57). Tako 
imamo dovolj parametrov za izračun koeficientov 𝑘𝑛1 in 𝑘𝑛2, ki ju izračunamo po enačbi 
(3.50). V zadnjem koraku uporabimo enačbo (3.55) za izračun koeficienta 𝐾𝑛(𝛼𝑗). 
 
V [18] je prikazan postopek izračuna 𝐾𝑛(𝛼𝑗) v enostavnejši obliki, zaradi česar ga 
uporabimo pri snovanju končnega programa za izračun togostne matrike ležajev. 
 
Za iskanje ničel funkcij leve strani enačb (3.56) in (3.57) uporabimo sekantno metodo. 
Sekantna metoda se pogosto primerja s sorodno Newtonovo metodo. Ima sicer nekoliko 
slabšo stopnjo konvergence, vendar je njena bistvena prednost pred Newtonovo predvsem 
ta, da ni treba poznati odvoda funkcij, katerih ničle iščemo [21]. Uporabna je za reševanje 
tako posamičnih nelinearnih enačb kot tudi sistema nelinearnih enačb. V našem primeru 
imamo sicer sistem dveh nelinearnih enačb, vendar imata obe vsaka svojo neznanko, ki se v 
drugi enačbi ne pojavlja, zaradi česar lahko rešujemo vsako posebej. 
 
Prvi korak pri reševanju nelinearne enačbe s sekantno metodo je izbira dveh začetnih 
približkov 𝑝0 in 𝑝1. Nato izračunamo novo število po enačbi: 
𝑝2 = 𝑝1 − 𝑔(𝑝1)
𝑝1 − 𝑝0
𝑔(𝑝1) − 𝑔(𝑝0).
 
(3.58) 
Postopek torej ponavljamo po pravilu: 
𝑝𝑖+1 = 𝑝𝑖 − 𝑔(𝑝𝑖)
𝑝𝑖 − 𝑝𝑖−1
𝑔(𝑝i) − 𝑔(𝑝i−1)
;  𝑖 = 1,2, …  (3.59) 
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Pri tem je 𝑔(𝑝) funkcija, katere ničle iščemo. Računanje ponavljamo dokler ni preseženo 
število iteracij ali dokler ni dosežen kriterij konvergence. Če je 𝑁 indeks zadnje izvedene 
iteracije, je 𝑝𝑁+1 izračunana rešitev reševane enačbe. Sekantna metoda je sicer odprta 
metoda iskanja ničel funkcije. 
 
 
3.2.5 Poenostavitev postopka izračuna 
V nadaljevanju se izkaže, da upoštevanje odvisnosti koeficienta 𝐾𝑛 od kontaktnega kota 𝛼𝑗 
bistveno oteži nadaljnji postopek izračuna. Pri izpeljavi izraza za deformacijsko delo za 
posamezno kroglico (poglavje 3.3.1) bi bilo treba poseči po numerični integraciji, pri 
izpeljavi izrazov za koeficiente togostne matrike (poglavje 3.4) pa po numeričnem 
odvajanju. Zaradi velikega števila računskih operacij bi se čas izračuna pri tem bistveno 
podaljšal. Nekateri viri nakazujejo, da je vpliv spreminjanja kontaktnega kota pri krogličnih 
ležajih na koeficient 𝐾𝑛 dovolj majhen, da ga lahko zanemarimo [1]. Da se o tem prepričamo, 
za dva ležaja, katerih geometrijski parametri so bili dejansko izmerjeni, preverimo odvisnost 
𝐾𝑛(𝛼𝑗). 
 
Preglednica 3.1: Geometrijski vhodni podatki dveh ležajev. 
 Ležaj 1 Ležaj 2 
𝑟o [mm] 3,60 5,50 
𝑟i [mm] 3,40 5,20 
𝑑o [mm] 35,80 47,40 
𝑑i [mm] 22,20 26,75 
𝐷 [mm] 6,74 10,32 
𝑚 [mm] 8 7 
𝛼0 [°] 0 0 
 
 
Pri obeh ležajih je material jeklo (𝐸i = 𝐸o = 𝐸b = 210GPa, 𝜈i = 𝜈o = 𝜈b = 0,3). V 
nadaljevanju torej narišemo graf, ki prikazuje odvisnost 𝐾𝑛(𝛼𝑗). Za območje 𝛼𝑗 izberemo 
interval 0 ≤ 𝛼𝑗 ≤ 𝜋/3. 
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Slika 3.5: Spreminjanje togostnega koeficienta s kontaktnim kotom za ležaj 1. 
 
 
 
Slika 3.6: Spreminjanje togostnega koeficienta s kontaktnim kotom za ležaj 2. 
 
Na slikah 3.5 in 3.6 so predstavljene funkcije 𝐾𝑛(𝛼𝑗) dveh ležajev z izmerjenimi 
geometrijskimi lastnostmi. Vidimo, da se funkcije sicer spreminjajo, vendar je z 
inženirskega vidika to spreminjanje relativno majhno, zaradi česar ga lahko zanemarimo. V 
nadaljevanju bomo torej predpostavili, da je koeficient 𝐾𝑛 določen z geometrijskimi in 
materialnimi lastnostmi ležaja in je neodvisen od obremenitev. Predpostavimo, torej da 
velja: 
𝐾𝑛 = 𝐾𝑛(𝛼0).  (3.60) 
V [1] je predstavljen poenostavljen postopek izračuna koeficienta 𝐾𝑛. Ta postopek je dober 
približek realnemu stanju predvsem pri vrednostih srednjega razmerja ukrivljenosti 𝑣 
(enačba (3.63)), manjšimi od 0,1. Ta pogoj je pri večini krogličnih ležajev z globokim 
utorom izpolnjen. 
 
Najprej izračunamo razmerje ukrivljenosti [1], za kontakta med notranjim ležajnim obročem 
in kroglico (𝑣i) ter kroglico in zunanjim ležajnim obročem (𝑣o): 
𝑣i = 2𝑓i − 1, (3.61) 
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𝑣o = 2𝑓o − 1. (3.62) 
Nato izračunamo srednje razmerje ukrivljenosti: 
𝑣 =
𝑣i + 𝑣o
2.
 
(3.63) 
Koeficient 𝐾𝑛 izračunamo po naslednji enačbi: 
𝐾𝑛 = 34300
√𝐷
𝑣0,35
 [
N
mm1,5
]. 
(3.64) 
Vidimo, da je postopek precej enostavnejši od postopka opisanega v prejšnjih poglavjih, 
koeficient 𝐾𝑛 pa ravno tako ni odvisen od kontaktnega kota in je za ležaj z znanimi 
geometrijskimi parametri točno določen, kar kasneje precej poenostavi tudi postopek 
minimizacije potencialne energije sistema. Omenjeni postopek velja za ležaje, izdelane iz 
jekla. 
 
Končni program za računanje togostne matrike ležaja zasnujemo tako, da sta na voljo oba v 
tem poglavju opisana poenostavljena načina izračuna koeficienta 𝐾𝑛. 
 
Za primerjavo poenostavljenih postopkov izračuna 𝐾𝑛 primerjamo vrednosti koeficientov 
ležajev, za katera smo narisali grafa na slikah 3.5 in 3.6, izračunanih po obeh poenostavljenih 
metodah. Koeficient, izračunan po enačbi (3.60) označimo s 𝐾𝑛1, koeficient, izračun po 
enačbi (3.64) pa s 𝐾𝑛2. Primerjava je prikazana v spodnji preglednici: 
 
Preglednica 3.2: Primerjava obeh poenostavljenih metod za izračun togostnega koeficienta. 
 Ležaj 1 Ležaj 2 
𝐾𝑛1 [N/m
1,5] 10082471887 12838622137 
𝐾𝑛2 [N/m
1,5] 8798615923 11066176786 
Odstopanje [%] 12,61% 13,8% 
 
 
Vidimo, da odstopanje med koeficientoma izračunanima z različnima metodama ni 
nezanemarljivo. Izkaže pa se, da se z manjšanjem razlike med polmeroma tečin obročev 
odstopanje med koeficientoma zmanjšuje. Če predpostavimo 𝑓o = 𝑓i, je velikost odstopanja 
za oba ležaja manjša od 0,1%, kar je zanemarljivo. Zaključimo lahko, da je izračun po enačbi 
(3.64) uporaben le v določenih primerih, zanesljivejši pa je izračun po enačbi (3.60), ki je 
uporaben tudi za izračun pri poljubnih materialih sestavnih delov ležaja. 
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3.3 Minimizacija celotne potencialne energije 
Celotna potencialna energija je (kot že napisano v poglavju 2.2) vsota deformacijske 
potencialne energije in potencialne energije zunanjih sil in momentov in je funkcija 
prostostnih stopenj (pomikov) sistema. Ob danih obremenitvah ravnotežno stanje sistema 
ustreza tistim pomikom, pri katerih se nahaja minimum funkcije potencialne energije [15]. 
Prostostne stopnje ležaja so pomiki enega ležajnega obroča napram drugemu. Pri izračunih 
predpostavljamo, da so znane geometrijske in materialne lastnosti ležajev. 
 
 
3.3.1 Deformacijska potencialna energija 
Opravljeno deformacijsko delo ob obremenitvi posameznega sistema kontaktov med 
ležajnima obročema in kroglico je definirano z naslednjim izrazom: 
𝑊𝑗 = ∫ 𝐹𝑗(𝛿𝑗)d𝛿𝑗
𝛿Bj
0
. 
(3.65) 
Pri tem je normalna sila 𝐹𝑗(𝛿𝑗) določena z naslednjo enačbo: 
𝐹𝑗(𝛿𝑗) = 𝐾𝑛𝛿𝑗
𝑛. (3.66) 
Deformacijsko delo za posamezno kroglico, je torej enako: 
𝑊j =
𝐾𝑛
𝑛 + 1
𝛿B𝑗
𝑛+1. 
(3.67) 
Za vsako kroglico torej izračunamo 𝛿B𝑗 po postopku v poglavju 3.1, iz česar potem dobimo 
deformacijsko delo posamezne kroglice. Nato lahko s seštevanjem deformacijskih del vseh 
kroglic izračunamo celotno deformacijsko potencialno energijo sistema 𝑈Bs: 
𝑈Bs =∑𝑊𝑗
𝑚
𝑗=1
. 
(3.68) 
Pri tem je 𝑚 število kroglic ležaja. 
 
 
3.3.2 Potencialna energija zunanjih sil in momentov 
Potencialna energija zunanjih sil in momentov je definirana po naslednji enačbi: 
𝑈Bf = −(𝐹bx𝛿bx + 𝐹by𝛿by + 𝐹bz𝛿bz +𝑀bx𝛽bx +𝑀by𝛽by). (3.69) 
Pri tem so 𝐹bx, 𝐹by, 𝐹bz, 𝑀bx in 𝑀by zunanje obremenitve na ležaj, ki povzročajo pomike 
enega ležajnega obroča napram drugemu. 
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3.3.3 Celotna potencialna energija sistema 
Celotna potencialna energija sistema je torej definirana po spodnji enačbi: 
𝑈pot = 𝑈Bs + 𝑈Bf = 𝑈pot(𝛿bx, 𝛿by, 𝛿bz, 𝛽bx, 𝛽by). (3.70) 
Da dobimo ustrezne vrednosti prostostnih stopenj, kjer je sistem v ravnotežju, moramo najti 
minimum funkcije 𝑈pot(𝛿bx, 𝛿by, 𝛿bz, 𝛽bx, 𝛽by) na območju, kjer pričakujemo vrednosti 
prostostnih stopenj. V ta namen moramo izbrati ustrezno numerično metodo za iskanje 
minimumov funkcij. Odločimo se za diferencialno evolucijo. 
 
 
3.3.4 Diferencialna evolucija 
Omenjena metoda je stohastična metoda za iskanje lokacije globalnega minimuma funkcije 
[22]. Pri tej metodi je na začetku treba izbrati naključen nabor kandidatnih točk. Ta nabor 
imenujemo prva generacija. Posamezna kandidatna točka v generaciji je torej naključno 
izbran vektor koordinat iz tistega dela definicijskega območja opazovane funkcije, na 
katerem iščemo minimum. V nadaljevanju je treba poiskati nabor kandidatnih točk naslednje 
generacije. Za 𝑖 – to kandidatno točko iz prve generacije (𝒒𝑖) poiščemo poskusni vektor. 
Iskanje poskusnih vektorjev lahko poteka na več načinov. V našem primeru bomo ob pisanju 
programa za izračun togostne matrike ležajev uporabili t. i. »best/1/bin« strategijo [23]. Pri 
tej strategiji izberemo kandidatno točko 𝒒𝒖, ki daje izmed vseh v generaciji najmanjšo 
vrednost opazovane funkcije. Nato naključno izberemo še dve točki v generaciji 𝒒𝒗 in 𝒒𝒘 
ter naključno izbrani koeficient 𝑠, katerega vrednosti morajo biti večje ali enake 0 ter manjše 
ali enake 2. V našem primeru mu naključno izberemo vrednost znotraj zaprtega intervala 
med 0,5 in 1 [23]. Nato generiramo nov vektor 𝒒𝒏, ki ga določimo po naslednji enačbi: 
𝒒𝒏 = 𝒒𝒖 + 𝑠(𝒒𝒗 − 𝒒𝒘). (3.71) 
Ta vektor nato križamo z vektorjem 𝒒𝑖. To naredimo tako, da ustvarimo nov vektor 𝒒𝒕 enake 
dimenzije kot vektorji kandidatnih točk. Za 𝑗 – ti element tega vektorja izberemo bodisi 𝑗 – 
ti element vektorja 𝒒𝑖 bodisi 𝑗 – ti element vektorja 𝒒𝒏. Pri izbiri moramo najprej določiti 
vrednost parametra 𝐶𝑅. To je število iz zaprtega intervala med 0 in 1, ki ga sami izberemo 
in predstavlja verjetnost, da bo 𝑗 – ti element vektorja 𝒒𝒕 enak 𝑗 – temu elementu vektorja 
𝒒𝒏. V našem primeru izberemo vrednost 0,7 [23]. Nato za vsak element vektorja 𝒒𝒕 izberemo 
naključno število iz zaprtega intervala med 0 in 1. Če je to število manjše ali enako parametru 
𝐶𝑅, za 𝑗 – ti element vektorja 𝒒𝒕 izberemo 𝑗 – ti element vektorja 𝒒𝒏. V nasprotnem primeru 
izberemo 𝑗 – ti element vektorja 𝒒𝑖. Vektor 𝒒𝒕 imenujemo poskusni vektor. Če je vrednost 
funkcije, katere minimum iščemo, v točki s koordinatami poskusnega vektorja manjša od 
vrednosti funkcije v točki s koordinatami vektorja kandidatne točke 𝒒𝑖, postane 𝑖 – ta 
kandidatna točka naslednje generacije točka s koordinatami njej pripadajočega poskusnega 
vektorja. V nasprotnem primeru ostane 𝑖 – ta kandidatna točka naslednje generacije 
nespremenjena. Postopek ponovimo za vse točke v generaciji. Tako dobimo naslednjo 
generacijo. Postopek ponavljamo dokler ni doseženo določeno število generacij, oziroma 
dokler ni zadoščeno kriteriju konvergence. Točka, ki daje najoptimalnejši rezultat v zadnji 
izračunani generaciji, je točka, pri kateri predpostavimo minimum funkcije. 
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3.4 Izračun koeficientov togostne matrike 
Ko so znani pomiki in zasuki enega ležajnega obroča napram drugemu, lahko iz njih 
neposredno določimo koeficiente togostne matrike ležaja [5]. Za izpeljavo enačb za izračun 
koeficientov moramo najprej zapisati enačbe, ki povezujejo zunanje sile in pomike 
opazovanega sistema. Zunanje sile in momenti so uravnoteženi s strani sil 𝐹𝑗 v enačbi (3.7). 
Izrazi za zunanje sile in momente so naslednji: 
𝐹bx =∑𝐹𝑗 cos(𝛼𝑗) cos(𝜓𝑗)
𝑚
𝑗=1
, (3.72) 
𝐹by =∑𝐹𝑗 cos(𝛼j) sin(𝜓𝑗)
𝑚
𝑗=1
, (3.73) 
𝐹bz =∑𝐹𝑗 sin(𝛼j)
𝑚
𝑗=1
, (3.74) 
𝑀bx =∑𝑟𝑗𝐹𝑗 sin(𝛼j) sin(𝜓𝑗)
𝑚
𝑗=1
, (3.75) 
𝑀by =∑𝑟𝑗𝐹𝑗 sin(𝛼j) (− cos(𝜓𝑗))
𝑚
𝑗=1
. (3.76) 
Togostna matrika ležaja je definirana z naslednjim izrazom: 
[
 
 
 
 
 
𝑘xx 𝑘xy 𝑘xz 𝑘xϑx 𝑘xϑy
𝑘yx 𝑘yy 𝑘yz 𝑘yϑx 𝑘yϑy
𝑘zx 𝑘zy 𝑘zz 𝑘zϑx 𝑘zϑy
𝑘ϑxx 𝑘ϑxy 𝑘ϑxz 𝑘ϑxϑx 𝑘ϑxϑy
𝑘ϑyx 𝑘ϑyy 𝑘ϑyz 𝑘ϑyϑx 𝑘ϑyϑy]
 
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
∂𝐹b𝑖
∂𝛿b𝑗
∂𝐹b𝑖
∂𝛽b𝑗
∂𝑀b𝑖
∂𝛿b𝑗
∂𝑀b𝑖
∂𝛽b𝑗 ]
 
 
 
 
 ; 𝑖, 𝑗 = {
𝑥, 𝑦, 𝑧;  𝐹b𝑖, 𝛿b𝑗
𝑥, 𝑦; 𝑀b𝑖, 𝛽b𝑗.
 (3.77) 
Tako dobimo matriko dimenzije 5×5, katere členi so neposredno odvisni od prostostnih 
stopenj ležaja: 
𝑘xx = 𝐾𝑛∑
(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
(cos(𝜓𝑗))
2
(
𝑛𝐴𝑗𝛿r𝑗
∗ 2
𝐴𝑗 − 𝐴0
+ 𝐴𝑗
2 − 𝛿r𝑗
∗ 2)
𝐴𝑗
3 ,
𝑚
𝑗=1
 
(3.78) 
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𝑘xy = 𝑘yx = 𝐾𝑛∑
(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
cos(𝜓𝑗) sin(𝜓𝑗) (
𝑛𝐴𝑗𝛿r𝑗
∗ 2
𝐴𝑗 − 𝐴0
+ 𝐴𝑗
2 − 𝛿r𝑗
∗ 2)
𝐴𝑗
3.
𝑚
𝑗=1
, 
(3.79) 
𝑘xz = 𝑘zx = 𝐾𝑛∑
(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
𝛿r𝑗
∗ 𝛿z𝑗
∗ cos(𝜓𝑗) (
𝑛𝐴𝑗
𝐴𝑗 − 𝐴0
− 1)
𝐴𝑗
3
𝑚
𝑗=1
, (3.80) 
𝑘xϑx = 𝑘ϑxx = 𝐾𝑛∑
𝑟𝑗(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
𝛿r𝑗
∗ 𝛿z𝑗
∗ sin(𝜓𝑗) cos(𝜓j) (
𝑛𝐴𝑗
𝐴𝑗 − 𝐴0
− 1)
𝐴𝑗
3
𝑚
𝑗=1
, (3.81) 
𝑘xϑy = 𝑘ϑyx = 𝐾𝑛∑
𝑟𝑗(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
𝛿r𝑗
∗ 𝛿z𝑗
∗ (cos(𝜓𝑗))
2
(1 −
𝑛𝐴𝑗
𝐴𝑗 − 𝐴0
)
𝐴𝑗
3
𝑚
𝑗=1
, (3.82) 
𝑘yy = 𝐾𝑛∑
(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
(sin(𝜓𝑗))
2
(
𝑛𝐴𝑗𝛿r𝑗
∗ 2
𝐴𝑗 − 𝐴0
+ 𝐴𝑗
2 − 𝛿r𝑗
∗ 2)
𝐴𝑗
3
𝑚
𝑗=1
, 
(3.83) 
𝑘yz = 𝑘zy = 𝐾𝑛∑
(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
𝛿r𝑗
∗ 𝛿z𝑗
∗ sin(𝜓𝑗) (
𝑛𝐴𝑗
𝐴𝑗 − 𝐴0
− 1)
𝐴𝑗
3 ,
𝑚
𝑗=1
 (3.84) 
𝑘yϑx = 𝑘ϑxy = 𝐾𝑛∑
𝑟𝑗(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
𝛿r𝑗
∗ 𝛿z𝑗
∗ (sin(𝜓𝑗))
2
(
𝑛𝐴𝑗
𝐴𝑗 − 𝐴0
− 1)
𝐴𝑗
3 ,
𝑚
𝑗=1
 (3.85) 
𝑘yϑy = 𝑘ϑyy = 𝐾𝑛∑
𝑟𝑗(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
𝛿r𝑗
∗ 𝛿z𝑗
∗ sin(𝜓𝑗) cos(𝜓𝑗) (1 −
𝑛𝐴𝑗
𝐴𝑗 − 𝐴0
)
𝐴𝑗
3
𝑚
𝑗=1
, (3.86) 
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𝑘zz = 𝐾𝑛∑
(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
(
𝑛𝐴𝑗𝛿z𝑗
∗ 2
𝐴𝑗 − 𝐴0
+ 𝐴𝑗
2 − 𝛿z𝑗
∗ 2)
𝐴𝑗
3
𝑚
𝑗=1
, 
(3.87) 
𝑘zϑx = 𝑘ϑxz = 𝐾𝑛∑
𝑟𝑗(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
sin(𝜓𝑗) (
𝑛𝐴𝑗𝛿z𝑗
∗ 2
𝐴𝑗 − 𝐴0
+ 𝐴𝑗
2 − 𝛿z𝑗
∗ 2)
𝐴𝑗
3
𝑚
𝑗=1
, 
(3.88) 
𝑘zϑy = 𝑘ϑyz = 𝐾𝑛∑
𝑟𝑗(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
cos(𝜓𝑗) (𝛿z𝑗
∗ 2 −
𝑛𝐴𝑗𝛿z𝑗
∗ 2
𝐴𝑗 − 𝐴0
− 𝐴𝑗
2)
𝐴𝑗
3
𝑚
𝑗=1
, 
(3.89) 
𝑘ϑxϑx = 𝐾𝑛∑
𝑟𝑗
2(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
(sin(𝜓𝑗))
2
(
𝑛𝐴𝑗𝛿z𝑗
∗ 2
𝐴𝑗 − 𝐴0
+ 𝐴𝑗
2 − 𝛿z𝑗
∗ 2)
𝐴𝑗
3
𝑚
𝑗=1
, 
(3.90) 
𝑘ϑxϑy = 𝑘ϑyϑx
= 𝐾𝑛∑
𝑟𝑗
2(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
sin(𝜓𝑗) cos(𝜓𝑗) (𝛿z𝑗
∗ 2 −
𝑛𝐴𝑗𝛿z𝑗
∗ 2
𝐴𝑗 − 𝐴0
− 𝐴𝑗
2)
𝐴𝑗
3
𝑚
𝑗=1
, 
(3.91) 
𝑘ϑyϑy = 𝐾𝑛∑
𝑟𝑗
2(𝐴𝑗 − 𝐴0)
𝑛
(cos(𝜓𝑗))
2
(
𝑛𝐴𝑗𝛿z𝑗
∗ 2
𝐴𝑗 − 𝐴0
+ 𝐴𝑗
2 − 𝛿z𝑗
∗ 2)
𝐴𝑗
3
𝑚
𝑗=1
. 
(3.92) 
Pri tem sta 𝛿r𝑗
∗  in 𝛿z𝑗
∗  definirana z naslednjimi enačbami: 
𝛿r𝑗
∗ = 𝐴0 cos(𝛼0) + 𝛿r𝑗 , (3.93) 
𝛿z𝑗
∗ = 𝐴0 sin(𝛼0) + 𝛿z𝑗. (3.94) 
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3.5 Zasnova aplikacije 
Aplikacijo zasnujemo tako, da bo razdeljena na dva dela, vsakega pod svojim zavihkom. 
Prvi del aplikacije bo namenjen podajanju materialnih in geometrijskih lastnosti ležaja ter 
obremenitev (slika 3.7). Drugi del bo namenjen izračunu, grafičnemu prikazovanju in izvozu 
rezultatov (slika 3.8). 
 
 
3.5.1 Vhodni podatki 
Kot je prikazano na sliki 3.7, uporabnik na prvem zavihku vnese vrednosti materialnih in 
geometrijskih lastnosti ležaja ter obremenitve na ležaj. Za materialne lastnosti uporabnik v 
polju »Material Properties« vnese module elastičnosti v Pa ter Poissonova števila kroglice 
in obeh ležajnih obročev. Za vhodne geometrijske parametre je v polju »Geometric 
Properties« potrebno vnesti vse parametre, ki so bili v ta namen določeni v poglavju 3.1.2, 
torej število kroglic 𝑚, kontaktni kot 𝛼0 v stopinjah, polmera profilov tečin zunanjega in 
notranjega ležajnega obroča 𝑟o in 𝑟i, premer kroglice 𝐷 ter premera 𝑑o in 𝑑i (slika 2.3) v 
mm. Če uporabnik vnese nerealne materialne geometrijske podatke (poglavje 3.1.3), se 
kasneje izračun ne izvede ter uporabnika opozori na napačen vnos v polju »Messages« (slika 
3.8). Pri obremenitvah ima uporabnik v polju »Loads« možnost podajanja pomikov in 
zasukov v milimetrih in stopinjah ali sil in momentov v N in Nm. Če uporabnik poda pomike, 
večje od enega milimetra ali zasuke, večje od 0,05 radiana (približno 2,86°), program ob 
izračunu poda opozorilo, da so obremenitve na ležaj verjetno dovolj velike, da pride do 
presežka meje plastičnosti materiala. Če uporabnik poda sile in momente, ki imajo za 
posledico večje pomike od prej opisanih mej, program ne izračuna več rezultata pri podanih 
obremenitvah, saj mu pri iskanju ustreznih pomikov z metodo diferencialne evolucije 
predpišemo območje pomikov do enega milimetra, zasukov pa do 0,05 radiana. V praksi so 
kot obremenitve navadno znani sile in momenti. Na prvem zavihku v aplikaciji so narisane 
še slike, ki definirajo geometrijske parametre ležaja. 
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Slika 3.7: Prvi zavihek razvite aplikacije za določitev togosti ležajev. 
 
 
3.5.2 Izračun in rezultati 
Na drugem delu je predstavljena analiza, predvsem povezana z rezultati (slika 3.8). Levo 
zgoraj se nahaja polje »Calculation«, kjer izberemo metodo za izračun koeficienta 𝐾𝑛 ter 
izvedemo izračun. Izračun za vhodne podatke upošteva tiste, ki so trenutno zapisani v prvem 
zavihku. Metodo za izračun koeficienta 𝐾𝑛 izbiramo pri vrstici z napisom »Contact 
Theory:«. Lahko izbiramo med »Hertzian« (po enačbi 3.60) in »Simplified Hertzian« po 
enačbi (3.64). Če za metodo izberemo izračun po enačbi (3.64), program prezre materialne 
vhodne podatke, saj ta metoda za material avtomatsko predpostavlja jeklo. 
 
Desno od tega gumba se nahajajo rezultati izračuna. Na sredini zgornjega dela aplikacije je 
polje »Stiffness Matrix« za prikaz izračunane togostne matrike, desno zgoraj pa so v poljih 
»Forces and Moments« ter »Displacements« izračunani podatki o obremenitvah na ležaj (sile 
in momenti v N oziroma Nm ter pomiki in zasuki v mm oziroma stopinjah). Koeficienti 
togostne matrike so prikazani v metričnih enotah (N/m,  N/rad, Nm/m, Nm/rad). Če 
uporabnik vnese za vhodne obremenitve (slika 3.7 – polje »Loads«) sile in momente, bodo 
sile in momenti v polju »Forces and Moments« v drugem zavihku aplikacije (slika 3.8) enaki 
vnesenim s strani uporabnika, pomiki in zasuki (polje »Displacements« na sliki 3.8) pa bodo 
izračunani iz njih s pomočjo metode minimizacije celotne potencialne energije (poglavje 
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3.3). Obratno velja, če so za vhodne obremenitve izbrani pomiki in zasuki. V tem primeru 
se sile in momenti v polju »Forces and Moments« v drugem zavihku aplikacije izračunajo 
po enačbah (3.72) – (3.76). Koeficienti togostne matrike se tako kot sile in momenti 
izračunajo na dve decimalni mesti natančno. Pomiki in zasuki se izračunajo na štiri 
decimalna mesta natančno. Če imamo za vhodne obremenitve izbrane sile in momente in 
izračun dvakrat poženemo pri istih vhodnih podatkih, se bodo koeficienti obeh izračunov 
med sabo za sicer zanemarljiv delež razlikovali. Vzrok tega je stohastična narava 
diferencialne evolucije, s katero program izračuna pomike in zasuke iz podanih sil in 
momentov. 
 
Pod poljem »Calculation« se nahaja polje »Plotting Settings« za nastavitve grafičnega 
prikaza izbranega koeficienta togostne matrike od izbrane obremenitve. Koeficient togostne 
matrike in obremenitev, od katere želimo prikazati odvisnosti izbranega koeficienta 
izberemo v vrsticah z napisoma »Plot Coefficient:« in »As a Function of Load:«. Če je 
izbrana obremenitev sila ali moment, morajo biti tudi kot vhodne obremenitve podane sile 
in momenti. Enako velja za pomike in zasuke. V naslednjih vrsticah izberemo spodnjo in 
zgornjo mejo območja izbrane obremenitve, na katerem želimo narisati graf, ter število točk 
obremenitve, v katerih program izračuna vrednost izbranega koeficienta. Spodnja in zgornja 
meja morata biti podani v enotah N,  Nm, mm ali ° (odvisno od veličine, ki predstavlja 
obremenitev). Pri izrisovanju grafa program za vrednosti ostalih obremenitev (ki niso 
izbrane v vrstici z napisom »As a Function of Load:«) vzame vrednosti, trenutno zapisane 
na prvem zavihku v polju »Loads«. S klikom na gumb »Plot« program nariše graf pri 
izbranih parametrih. 
 
Desno v drugem zavihku je polje »Messages«, v katerem program uporabnika opozori, če 
za geometrijske ali materialne vhodne podatke pomotoma vnese nerealne vrednosti 
(poglavje 3.1.3) ali če med izračunom pride do napake ter obvešča o operacijah programa. 
V splošnem se v polju izpisujejo tri vrste sporočil: 
‐ Napaka (Error): Program zaradi izpisanega razloga ne izvede želene operacije. 
‐ Opozorilo (Warning): Program izvede želeno operacijo, vendar je možno, da je zaradi 
izpisanega razloga med izvajanjem operacije prišlo do napake. 
‐ Informacija (Info): Program izvede želeno operacijo in o tem obvesti uporabnika. 
 
Desno spodaj v drugem zavihku se nahaja polje »Export Results to Microsoft Excel« za 
izvoz rezultatov v Microsoft Excel. Za izvoz je najprej potrebno definirati mapo, v katero 
želimo shraniti rezultate, kar lahko naredimo s pomočjo gumba »Browse« ali pot do mape 
ročno vnesemo. S klikom na gumb »Export Results« se izvoz izvede. V izvoženi datoteki se 
nahajajo podatki o togostni matriki, silah in momentih ter pomikih in zasukih na ležaj v 
enakih enotah, kot so zapisani v poljih »Stiffness Matrix«, »Forces and Moments« ter 
»Displacements«. V Excelu lahko uporabnik z njimi poljubno operira. 
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Slika 3.8: Drugi zavihek razvite aplikacije za določitev togosti ležajev. 
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4 Rezultati 
V nadaljevanju izvedemo izračune togostnih matrik za različne ležaje. Najprej bomo med 
seboj primerjali izračuna pri različnih uporabljenih metodah za izračun koeficienta 𝐾𝑛. Nato 
bomo izračune razvitega programa primerjali še z izračuni drugih programov za računanje 
togostne matrike ležajev. Vhodni podatki ležajev, ki jih bomo uporabili za izračune, so 
prikazani v preglednici 4.1. Za vse ležaje predpostavimo, da so izdelani iz jekla (𝐸i = 𝐸o =
𝐸b = 210GPa, 𝜈i = 𝜈o = 𝜈b = 0,3). 
 
Preglednica 4.1: Geometrijski vhodni podatki za izračun ležajev. 
Ležaj Ležaj 1 Ležaj 2 Ležaj 3 Ležaj 4 
𝑚[/] 8 7 9 7 
𝛼0[°] 0 0 0 25 
𝑟o[mm] 3,6 5,5 6,6 3,12 
𝑟i[mm] 3,4 5,2 6,6 3,07 
𝐷[mm] 6,74 10,32 12,7 6 
𝑑o[mm] 35,8 47,4 77,706 42,04 
𝑑i[mm] 22,2 26,75 52,291 29,995 
 
 
Podatki za ležaja 1 in 2 so izmerjeni na realnih ležajih, podatki ležaja 3 so povzeti po primeru 
ležaja v viru [17], podatki ležaja 4 pa so privzeti za poljubno izbran ležaj. 
 
 
4.1 Primerjava metod za izračun togostnega koeficienta 
V preglednicah 4.2 – 4.5 so prikazani rezultati izračunov koeficientov togostne matrike 
ležajev, izračunanih po obeh metodah za izračun 𝐾𝑛. Metodo po enačbi (3.60) v preglednicah 
imenujemo Metoda 1, metodo po enačbi (3.64) pa Metoda 2. Predpostavimo, da so ležaji 
obremenjeni z naslednjimi obremenitvami (slika 3.1): 
‐ 𝐹bx = 100N, 
‐ 𝐹by = 200N, 
‐ 𝐹bz = 300N, 
Rezultati 
42 
‐ 𝑀bx = 10Nm, 
‐ 𝑀by = 20Nm. 
 
Preglednica 4.2: Primerjava metod za izračun togostnega koeficienta za ležaj 1. 
Ležaj 1 
Koeficient Metoda 1 Metoda 2 Odstopanje [%] 
𝑘xx [N/m] 95837137,99 86832538,41 9,396 
𝑘xy [N/m] -32765134,84 -29660723,86 9,475 
𝑘xz [N/m] -93393274,86 -84885365,61 9,110 
𝑘xϑx [Nm/m] -52378,97 -46928,56 10,406 
𝑘xϑy [Nm/m] 5992,14 7462,43 24,537 
𝑘yy [N/m] 32765134,84 29660723,86 9,475 
𝑘yz [N/m] 40734966,10 37013248,53 9,136 
𝑘yϑx [Nm/m] 52378,97 46928,56 10,406 
𝑘yϑy [Nm/m] 52378,97 46928,56 10,406 
𝑘zz [N/m] 114135842,90 105434259,00 7,624 
𝑘zϑx [Nm/m] 182476,91 166882,96 8,546 
𝑘zϑy [Nm/m] 264393,03 241339,87 8,719 
𝑘ϑxϑx [Nm/rad] 6443,10 5953,33 7,601 
𝑘ϑxϑy [Nm/rad] 6443,10 5953,33 7,601 
𝑘ϑyϑy [Nm/rad] 17553,95 16214,21 7,632 
 
 
Preglednica 4.3: Primerjava metod za izračun togostnega koeficienta za ležaj 2. 
Ležaj 2 
Koeficient Metoda 1 Metoda 2 Odstopanje [%] 
𝑘xx [N/m] 206057914 187759255,50 8,880 
𝑘xy [N/m] -61436592,1 -49797719,02 18,945 
𝑘xz [N/m] -79786422,27 -73488747,82 7,893 
𝑘xϑx [Nm/m] -51251,55 -45529,78 11,164 
𝑘xϑy [Nm/m] -221585,94 -200200,21 9,651 
𝑘yy [N/m] 117221255,80 110995568,70 5,311 
𝑘yz [N/m] 40515112,63 37054394,89 8,5412 
𝑘yϑx [Nm/m] 240271,91 220928,41 8,051 
𝑘yϑy [Nm/m] 51251,55 45529,78 11,164 
𝑘zz [N/m] 46874948,52 44746105,66 4,542 
𝑘zϑx [Nm/m] 129267,17 122207,52 5,461 
𝑘zϑy [Nm/m] 205939,14 194040,27 5,778 
𝑘ϑxϑx [Nm/rad] 5182,34 4961,91 4,253 
𝑘ϑxϑy [Nm/rad] 3810,82 3606,12 5,372 
𝑘ϑyϑy [Nm/rad] 10990,94 10476,86 4,677 
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Preglednica 4.4: Primerjava metod za izračun togostnega koeficienta za ležaj 3. 
Ležaj 3 
Koeficient Metoda 1 Metoda 2 Odstopanje [%] 
𝑘xx [N/m] 219715406,50 220277571,80 0,256 
𝑘xy [N/m] -52929481,3 -53108268,56 0,338 
𝑘xz [N/m] -64342762,51 -64474676,12 0,205 
𝑘xϑx [Nm/m] -239763,21 -240351,91 0,246 
𝑘xϑy [Nm/m] -661930,70 -663412,50 0,224 
𝑘yy [N/m] 89242726,22 89460175,50 0,244 
𝑘yz [N/m] 28259384,63 28320995,37 0,218 
𝑘yϑx [Nm/m] 445764,66 446715,08 0,213 
𝑘yϑy [Nm/m] 239763,21 240351,91 0,246 
𝑘zz [N/m] 30513390,77 30552047,24 0,127 
𝑘zϑx [Nm/m] 242261,79 242621,43 0,148 
𝑘zϑy [Nm/m] 451381,08 452066,70 0,152 
𝑘ϑxϑx [Nm/rad] 9754,51 9766,38 0,122 
𝑘ϑxϑy [Nm/rad] 8138,64 8150,19 0,142 
𝑘ϑyϑy [Nm/rad] 22964,01 22993,58 0,129 
 
 
Preglednica 4.5: Primerjava metod za izračun togostnega koeficienta za ležaj 4. 
Ležaj 4 
Koeficient Metoda 1 Metoda 2 Odstopanje [%] 
𝑘xx [N/m] 90235753,76 89529857,35 0,782 
𝑘xy [N/m] -37446716,37 -37157214,31 0,773 
𝑘xz [N/m] -65262838,50 -64812727,51 0,690 
𝑘xϑx [Nm/m] -101806,70 -101027,71 0,766 
𝑘xϑy [Nm/m] 77430,16 77348,46 0,106 
𝑘yy [N/m] 53578427,24 53184527,19 0,736 
𝑘yz [N/m] 43889486,74 43591125,48 0,680 
𝑘yϑx [Nm/m] 153256,53 152332,34 0,603 
𝑘yϑy [Nm/m] 101806,70 101027,71 0,766 
𝑘zz [N/m] 72887442,54 72533226,74 0,486 
𝑘zϑx [Nm/m] 263041,69 261729,42 0,499 
𝑘zϑy [Nm/m] 178216,54 176926,11 0,724 
𝑘ϑxϑx [Nm/rad] 8048,55 8008,22 0,501 
𝑘ϑxϑy [Nm/rad] 7235,75 7198,53 0,514 
𝑘ϑyϑy [Nm/rad] 15744,42 15669,12 0,478 
 
 
Izključno z namenom predstavitve načina grafičnega prikaza spreminjanja izbranih 
koeficientov v razviti aplikaciji prikažemo še graf spreminjanja koeficientov 𝑘xx in 𝑘zz v 
odvisnosti od sile 𝐹bx na območju vrednosti sile med 0 in 100 N za ležaj 4. Ostale 
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obremenitve ostanejo enake kot za izračun togostne matrike. Grafe narišemo pri obeh 
metodah izračuna 𝐾𝑛 (slika 4.1 – 4.4). 
 
 
 
Slika 4.1: Prikaz koeficienta 𝑘xx v odvisnosti od 𝐹bx pri uporabi Metode 1. 
 
 
 
Slika 4.2: Prikaz koeficienta 𝑘zz v odvisnosti od 𝐹bx pri uporabi Metode 1. 
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Slika 4.3: Prikaz koeficienta 𝑘xx v odvisnosti od 𝐹bx pri uporabi Metode 2. 
 
 
 
Slika 4.4: Prikaz koeficienta 𝑘zz v odvisnosti od 𝐹bx pri uporabi Metode 2. 
 
 
4.2 Primerjava s programom LBSC 
LBSC (LADISK Bearing Stiffness Calculator) predstavlja aplikacijo za določitev togostne 
matrike ležajev. LBSC je bil razvit v okviru laboratorija LADISK na Fakulteti za strojništvo 
Univerze v Ljubljani. Namen primerjave rezultatov naše aplikacije z aplikacijo LBSC je 
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predvsem verifikacija naše aplikacije. Aplikacija LBSC namreč togostno matriko ležaja 
ravno tako kot naša računa po teoriji Lima in Singha. 
 
Aplikacija LBSC računa koeficiente togostne matrike po enačbi (3.64), zaradi česar njene 
rezultate primerjamo z rezultati Metode 2 iz poglavja 4.1. Ker v LBSC kot vhodni 
geometrijski podatki nastopajo nekoliko drugačni parametri kot v naši aplikaciji, moramo iz 
podatkov v preglednici 4.1 po enačbah v poglavju 3.1.2 pripraviti geometrijske vhodne 
parametre za izračun z aplikacijo LBSC. Ti parametri so 𝑟𝐿, 𝛼0, 𝑓i, 𝑓o, 𝐷 ter premera 𝑑 in 𝑑e 
(slika 2.3), iz katerih ocenimo polmer 𝑟𝑗, za katerega lahko tudi sami izberemo vrednost. Da 
zagotovimo enake vhodne podatke pri primerjavi, se odločimo, da parameter 𝑟𝑗 določimo 
sami (ga ne ocenimo s pomočjo premerov 𝑑 in 𝑑e). Izračunano radialno zračnost 𝑟𝐿 lahko v 
program LBSC vnesemo na desettisočinko milimetra natančno, parametra 𝑓i in 𝑓o pa na 
tisočinko natančno. Zaradi tega pričakujemo majhne razlike med izračunanimi vrednostmi 
koeficientov togostne matrike, izračunanimi z obema programoma. Rezultati so prikazani v 
preglednicah 4.6 – 4.9. Obremenitve na ležaje ostanejo enake kot v poglavju 4.1. 
 
Preglednica 4.6: Primerjava izračunov z LBSC za ležaj 1. 
Ležaj 1 
Koeficient LBSC Metoda 2 Odstopanje [%] 
𝑘xx [N/m] 86205000 86832538,41 0,723 
𝑘xy [N/m] -29431000 -29660723,86 0,775 
𝑘xz [N/m] -85022000 -84885365,61 0,161 
𝑘xϑx [Nm/m] -46781,4 -46928,56 0,314 
𝑘xϑy [Nm/m] 9857,35 7462,43 32,093 
𝑘yy [N/m] 29431000 29660723,86 0,775 
𝑘yz [N/m] 37061900 37013248,53 0,131 
𝑘yϑx [Nm/m] 46781,4 46928,56 0,314 
𝑘yϑy [Nm/m] 46781,4 46928,56 0,314 
𝑘zz [N/m] 106676000 105434259 1,178 
𝑘zϑx [Nm/m] 168441 166882,96 0,934 
𝑘zϑy [Nm/m] 242259 241339,87 0,381 
𝑘ϑxϑx [Nm/rad] 6022,41 5953,33 1,160 
𝑘ϑxϑy [Nm/rad] 6022,41 5953,33 1,160 
𝑘ϑyϑy [Nm/rad] 16406,3 16214,21 1,185 
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Preglednica 4.7: Primerjava izračunov z LBSC za ležaj 2. 
Ležaj 2 
Koeficient LBSC Metoda 2 Odstopanje [%] 
𝑘xx [N/m] 187734000 187759255,50 0,014 
𝑘xy [N/m] -49756600 -49797719,02 0,083 
𝑘xz [N/m] -73362100 -73488747,82 0,172 
𝑘xϑx [Nm/m] -45463,7 -45529,78 0,145 
𝑘xϑy [Nm/m] -200057 -200200,21 0,072 
𝑘yy [N/m] 110995000 110995568,70 0,001 
𝑘yz [N/m] 36987000 37054394,89 0,182 
𝑘yϑx [Nm/m] 220556 220928,41 0,169 
𝑘yϑy [Nm/m] 45463,7 45529,78 0,146 
𝑘zz [N/m] 44598900 44746105,66 0,329 
𝑘zϑx [Nm/m] 121785 122207,52 0,346 
𝑘zϑy [Nm/m] 193451 194040,27 0,304 
𝑘ϑxϑx [Nm/rad] 4945,67 4961,91 0,327 
𝑘ϑxϑy [Nm/rad] 3594,1 3606,12 0,333 
𝑘ϑyϑy [Nm/rad] 10442,3 10476,86 0,330 
 
 
Preglednica 4.8: Primerjava izračunov z LBSC za ležaj 3. 
Ležaj 3 
Koeficient LBSC Metoda 2 Odstopanje [%] 
𝑘xx [N/m] 215926000 220277571,80 1,975 
𝑘xy [N/m] -51738300 -53108268,56 2,580 
𝑘xz [N/m] -63896700 -64474676,12 0,896 
𝑘xϑx [Nm/m] -237655 -240351,91 1,122 
𝑘xϑy [Nm/m] -654699 -663412,50 1,313 
𝑘yy [N/m] 87771500 89460175,50 1,888 
𝑘yz [N/m] 28038400 28320995,37 0,998 
𝑘yϑx [Nm/m] 442038 446715,08 1,047 
𝑘yϑy [Nm/m] 237655 240351,91 1,122 
𝑘zz [N/m] 30674800 30552047,24 0,402 
𝑘zϑx [Nm/m] 243347 242621,43 0,299 
𝑘zϑy [Nm/m] 452828 452066,70 0,168 
𝑘ϑxϑx [Nm/rad] 9803,29 9766,38 0,378 
𝑘ϑxϑy [Nm/rad] 8171,84 8150,19 0,266 
𝑘ϑyϑy [Nm/rad] 23077,3 22993,58 0,364 
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Preglednica 4.9: Primerjava izračunov z LBSC za ležaj 4. 
Ležaj 4 
Koeficient LBSC Metoda 2 Odstopanje [%] 
𝑘xx [N/m] 89477000 89529857,35 0,059 
𝑘xy [N/m] -37137100 -37157214,31 0,054 
𝑘xz [N/m] -64661300 -64812727,51 0,234 
𝑘xϑx [Nm/m] -100927 -101027,71 0,010 
𝑘xϑy [Nm/m] 76483,9 77348,46 1,118 
𝑘yy [N/m] 53126400 53184527,19 0,109 
𝑘yz [N/m] 43481900 43591125,48 0,251 
𝑘yϑx [Nm/m] 151808 152332,34 0,344 
𝑘yϑy [Nm/m] 100927 101027,71 0,010 
𝑘zz [N/m] 72149000 72533226,74 0,530 
𝑘zϑx [Nm/m] 260409 261729,42 0,504 
𝑘zϑy [Nm/m] 176571 176926,11 0,201 
𝑘ϑxϑx [Nm/rad] 7965,54 8008,22 0,533 
𝑘ϑxϑy [Nm/rad] 7162,35 7198,53 0,503 
𝑘ϑyϑy [Nm/rad] 15585,1 15669,12 0,536 
 
 
4.3 Primerjava s programom XLRotor 
Program XLRotor je program za analizo rotordinamike. Med njegovimi funkcijami je tudi 
računanje togostne matrike krogličnih ležajev. XLRotor ne računa togostne matrike po 
teoriji Lima in Singha temveč po teoriji Jonesa, predstavljeno v [24]. Geometrijski in 
obremenitveni vhodni podatki, ki jih zahteva XLRotor so kompatibilni z geometrijskimi in 
obremenitvenimi vhodnimi podatki, ki jih zahteva naša aplikacija, le v določenih primerih. 
XLRotor namreč dovoljuje za obremenitev podajanje sile le v radialni smeri 𝑥 ter silo v 
aksialni smeri 𝑧. Za določitev sil in momentov v ostalih smereh bi bili potrebni dodatni 
izračuni. Tudi nekateri geometrijski parametri so drugače upoštevani kot v našem primeru. 
Zaradi tega bomo primerjali le izračune za ležaje 1, 2 in 3 pri naslednjih obremenitvah: 
‐ 𝐹bx = 200N 
‐ 𝐹by = 0N 
‐ 𝐹bz = 200N 
‐ 𝑀bx = 0Nm 
‐ 𝑀by = 0Nm 
 
Pri nas za metodo izračuna koeficienta 𝐾𝑛 uporabimo Metodo 1. Primerjava rezultatov je 
prikazana v preglednicah 4.10 – 4.12. 
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Preglednica 4.10: Primerjava izračunov z XLRotor za ležaj 1. 
Ležaj 1 
Koeficient XLRotor Metoda 1 Odstopanje [%] 
𝑘xx [N/m] 40615497,58 65715178,18 38,195 
𝑘xy [N/m] 3,394951748 -1,55 319,029 
𝑘xz [N/m] 38495702,64 8206652,85 369,079 
𝑘xϑx [Nm/m] 0,039230955 -0,02 296,155 
𝑘xϑy [Nm/m] 469083,3045 -529597,44 188,574 
𝑘yy [N/m] 32249780,88 15359869,51 109,961 
𝑘yz [N/m] 5,631485807 -2,26 349,181 
𝑘yϑx [Nm/m] 381735,2606 102506,25 272,402 
𝑘yϑy [Nm/m] 0,039230955 0,02 96,155 
𝑘zz [N/m] 49095953,14 36458088,01 34,664 
𝑘zϑx [Nm/m] 0,068545447 -0,02 442,727 
𝑘zϑy [Nm/m] 468512,8988 191621,62 144,499 
𝑘ϑxϑx [Nm/rad] 4646,213158 702,46 561,420 
𝑘ϑxϑy [Nm/rad] 0,000477632 0 ∞ 
𝑘ϑyϑy [Nm/rad] 5709,093458 6962,84 18,006 
 
 
Preglednica 4.11: Primerjava izračunov z XLRotor za ležaj 2. 
Ležaj 2 
Koeficient XLRotor Metoda 1 Odstopanje [%] 
𝑘xx [N/m] 136174575,3 145420408,00 6,358 
𝑘xy [N/m] 6,904789731 -3,20 315,775 
𝑘xz [N/m] 4663960,688 -7094231,01 165,743 
𝑘xϑx [Nm/m] 0,028771803 0 ∞ 
𝑘xϑy [Nm/m] 570691,0279 -575514,50 199,162 
𝑘yy [N/m] 137016762,7 136985128,60 0,023 
𝑘yz [N/m] 1,548902361 2,14 27,621 
𝑘yϑx [Nm/m] 574506,7544 556433,26 3,248 
𝑘yϑy [Nm/m] 0,028771802 0 ∞ 
𝑘zz [N/m] 16374075,56 16853249,44 2,843 
𝑘zϑx [Nm/m] 0,00792744 0,02 60,363 
𝑘zϑy [Nm/m] 29043,2474 69071,93 57,952 
𝑘ϑxϑx [Nm/rad] 2830,369384 2764,11 2,397 
𝑘ϑxϑy [Nm/rad] 0,000147259 0 ∞ 
𝑘ϑyϑy [Nm/rad] 2820,388983 3050,77 7,552 
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Preglednica 4.12: Primerjava izračunov z XLRotor za ležaj 3. 
Ležaj 3 
Koeficient XLRotor Metoda 1 Odstopanje [%] 
𝑘xx [N/m] 156100441,3 167362701,40 6,729 
𝑘xy [N/m] 6,1227539 -0,03 20509,180 
𝑘xz [N/m] 5010705,753 -7525783,09 166,581 
𝑘xϑx [Nm/m] 0,043486401 0 ∞ 
𝑘xϑy [Nm/m] 1112926,127 -1129476,90 198,535 
𝑘yy [N/m] 156992608,4 155456335,00 0,988 
𝑘yz [N/m] 1,328013444 0,66 101,214 
𝑘yϑx [Nm/m] 1119644,911 1073798,74 4,270 
𝑘yϑy [Nm/m] 0,043486401 0 ∞ 
𝑘zz [N/m] 16788478,6 17112820,03 1,895 
𝑘zϑx [Nm/m] 0,011006045 0 ∞ 
𝑘zϑy [Nm/m] 48536,06815 127852,08 62,037 
𝑘ϑxϑx [Nm/rad] 9017,81941 8669,54 4,017 
𝑘ϑxϑy [Nm/rad] 0,000360398 0 ∞ 
𝑘ϑyϑy [Nm/rad] 8983,924553 9679,98 7,191 
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5 Diskusija 
5.1 Primerjava metod za izračun togostnega koeficienta 
Razlika rezultatov koeficientov togostne matrike med metodama za izračun koeficienta 𝐾𝑛 
je neposredno odvisna od razlike koeficientov 𝐾𝑛, izračunanih po obeh metodah, saj je to 
edina razlika med metodama. Kot že zapisano v poglavju 3.2.5 je razlika med koeficientoma, 
izračunanima po različnih metodah, manjša pri manjših razlikah med 𝑟i in 𝑟o. Potrditev tega 
so rezultati primerjave prikazane v preglednicah 4.2 – 4.5. Kot je videti, so razlike med 
koeficienti togostne matrike, izračunanimi pri različnih metodah izračuna koeficienta 𝐾𝑛, pri 
ležajih 1 in 2 po večini manjše od 10%, pri nekaterih koeficientih pa tudi več, kar ni 
nezanemarljivo. Pri ležajih 3 in 4, pri katerih so razlike med 𝑟i in 𝑟o majhne, so razlike manjše 
od 1%, kar je praktično zanemarljivo. Zaključimo lahko, da je Metoda 2 uporabna pri 
jeklenih ležajih, ki imajo podobne vrednosti 𝑟i in 𝑟o, v splošnem pa se priporoča uporaba 
Metode 1. Ker smo v tabelah poglavja 4.2 verificirali postopek po Metodi 2, lahko zaradi 
podobnosti med koeficienti, izračunanimi po obeh metodah v preglednicah 4.4 in 4.5, 
trdimo, da je verificirana tudi Metoda 1. 
 
 
5.2 Primerjava s programom LBSC 
Iz preglednic 4.6 – 4.9 je razvidno, da so razlike med koeficienti matrike, izračunani s 
programom LBSC in z izdelano aplikacijo, po večini zanemarljive. Majhne razlike, ki 
nastanejo, so najverjetneje posledica zaokroževanja na določena decimalna mesta ob 
izračunavanju geometrijskih vhodnih podatkov za program LBSC iz podatkov, podanih v 
tabeli 4.1, in v manjši meri numeričnih napak pri izračunu. Izstopajoča je predvsem razlika 
koeficienta 𝑘xϑy pri ležaju 1, ki je med vsemi daleč največja in edina nezanemarljiva. Da se 
prepričamo, ali je tudi to posledica zaokroževanja, izračunamo togostno matriko še enkrat z 
našim programom, pri čemer uporabimo programsko kodo namesto grafičnega vmesnika. 
Na ta način lahko vnesemo popolnoma enake vhodne geometrijske podatke kot v program 
LBSC. Za koeficient 𝑘xϑy dobimo vrednost 9844,62, torej je v tem primeru razlika s 
koeficientom, izračunanim z LBSC, enaka 0,130 %. Tudi razlike med ostalimi koeficienti 
togostne matrike so še znatno manjše. Zaključimo torej, da med pisanjem dela programa, ki 
izračuna koeficient 𝐾𝑛 po enačbi (3.64), ni prišlo do napake. Enako velja za tisti del 
Diskusija 
52 
programa, ki definira in minimizira funkcijo potencialne energije ter za del, ki iz pomikov 
izračuna koeficiente togostne matrike. Odseka programa, ki je ostal neverificiran je del, ki 
iz vhodnih geometrijskih podatkov, definiranih v [5], s pomočjo geometrijskih zvez v 
poglavju 3.1.2 izračuna geometrijske vhodne podatke naše aplikacije. Ker pa smo te 
povezave natančno geometrijsko preučili, lahko rečemo, da so zaupanja vredne. Naslednja 
ugotovitev je, da lahko že majhna nenatančnost vhodnih podatkov močno vpliva na končni 
rezultat. Zaradi tega je natančna meritev vhodnih geometrijskih podatkov ključnega pomena. 
 
 
5.3 Primerjava s programom XLRotor 
Kot lahko vidimo iz preglednic 4.11 in 4.12, so vrednosti diagonalnih členov togostne 
matrike, izračunane s programom XLRotor in z izdelano aplikacijo precej podobne, medtem 
ko med ostalimi členi podobnost ni razvidna. Razlika med diagonalnimi členi matrike je reda 
velikosti 5%. Sklepamo, da so razlike predvsem posledica drugačne teorije izračuna togostne 
matrike ter v manjši meri zaokroževanja rezultatov ob izračunih geometrijskih podatkov za 
vnos v program XLRotor iz podatkov, podanih v preglednici 4.1. V preglednici 4.10 je 
videti, da so tudi diagonalni členi togostnih matrik med seboj precej različni. Sklepamo, da 
je to posledica slabih meritev ležaja. Vidimo namreč lahko, da je izračunana celotna zračnost 
ležaja 1 po enačbi (3.18) enaka 0,12 mm, kar je bistveno več od običajnih zračnosti, ki jih 
najdemo v literaturi. Le te so navadno reda velikosti 0,01 mm, kar nakazuje na možnost 
nezanemarljive napake pri meritvi posameznih geometrijskih parametrov ležaja. Slabša 
meritev niti ni presenetljiva glede na to, da je veliko parametrov izmerjenih le na desetinko 
milimetra natančno, kar je za oceno zračnosti bistveno premalo. Z enako natančnostjo je 
izmerjen tudi ležaj 2. Pri tem ležaju očitno meritve s slabo natančnostjo ne vplivajo toliko 
na realnost vrednosti celotne zračnosti, saj je v tem primeru enaka 0,01 mm. Zaključimo 
lahko, da je izjemno pomembna natančna meritev geometrijskih parametrov ležaja. Če 
namreč izmerimo katerega izmed parametrov, ki prek enačbe (3.18) določajo radialno 
zračnost le na desetinko milimetra natančno, lahko glede na tipične vrednosti ležajnih 
zračnosti napravimo pri njihovih vrednostih zlahka tudi več kot 100% napako. Glede na to, 
da vrednost zračnosti bistveno vpliva na vrednost koeficientov togostne matrike, saj ima 
ključen vpliv na število obremenjenih ležajnih kroglic pri določeni obremenitvi, je takšna 
napaka nedopustna. 
 
 
5.4 Dodatne ugotovitve 
Ugotovili smo torej, da je natančnost meritev geometrijskih lastnosti ležaja ključnega 
pomena za izračun verodostojnih rezultatov. Glede na to, da se ležaj deformira ob montaži 
na gred, bi bilo meritve najbolje izvesti na montiranem ležaju, kar pa je praktično nemogoče 
glede na to, da je ležaj za izvedbo meritev treba razstaviti. Če meritve izvajamo na ležaju, ki 
ni montiran, je pomembno, da s pomočjo premera gredi in izmerjenih dimenzij ležaja 
izračunamo spremembo dimenzij zračnosti ležaja, vendar se je treba zavedati, da to v izračun 
doprinese dodatno napako. Za dovolj natančno določitev radialne zračnosti ležaja morajo 
biti dimenzije ležaja izmerjene vsaj na mikrometer natančno. Dobra merilna oprema in 
ustrezna merilna metoda sta torej pri določanju togosti ležaja nepogrešljivi. 
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Treba je izpostaviti tudi nekatere omejitve modeliranja ležaja na način, predstavljen v tej 
nalogi. Model zanemarja vplive rotacijske hitrosti gredi, zato model ni primeren za 
obravnavo ležajev pri visokih vrtilnih hitrostih. Do katere hitrosti je napaka zanemarljiva, bi 
bilo treba dodatno preučiti. Vpliv hitrosti je precej odvisen tudi od geometrijskih in 
materialnih lastnosti ležaja, saj pri večjih dimenzijah in večji gostoti materiala nastopajo tudi 
večje centrifugalne sile in giroskopski momenti. Če poskušamo v programu XLRotor, ki v 
izračunu zajema tudi vpliv vrtilnih hitrosti, izvesti izračune za različne ležaje pri različnih 
hitrostih in izbranih obremenitvah, opazimo, da je vpliv hitrosti pri različnih ležajih zelo 
različen. Večji vpliv ima pri večjih ležajih z večjo gostoto materiala zaradi večjih 
centrifugalnih sil in giroskopskih momentov. Pri večjih ležajih z jeklenimi kroglicami 
(srednjega premera 50 mm in velikostjo kroglic 5 mm) lahko pride do bistvene spremembe 
togostne matrike že pri hitrostih, nižjih od 5000 min−1, pri manjših ležajih (srednjega 
premera 10 mm, velikostjo kroglic 2 mm) pa pri hitrostih nad 50000 min−1. Upoštevati je 
treba tudi, da je predstavljen način obravnave ležajev zaradi zanemarjanja spremembe 
togostne matrike s spreminjanjem pomikov enega ležajnega obroča napram drugemu 
predvsem primeren za obravnavo ležajev z visokimi prednapetji. Le tu so namreč 
spremembe pomikov zaradi vibracij veliko manjše od pomikov zaradi sil prednapetja. V 
nasprotnem primeru je togost ležaja nelinearna. Tudi za ostale predpostavke modela bi bilo 
potrebno natanko preučiti ter oceniti njihovo verodostojnost. 
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6 Zaključki 
V nalogi je bil predstavljen model ležaja avtorjev Lima in Singha ter izvedena uspešna 
implementacija le tega v računalniško aplikacijo za analizo togostnih lastnosti poljubnih 
krogličnih ležajev. Delovanje programa je bilo ustrezno preverjeno prek primerjave z 
ostalimi programi, ki omogočajo izračun togostne matrike krogličnih ležajev. Rezultate 
naloge lahko povzamemo v naslednjih točkah: 
1) Po teoriji Lima in Singha je bil izdelan numerični model za izračun togostne matrike 
krogličnih ležajev. Model omogoča izračun togostne matrike pri poljubnih materialnih 
in geometrijskih lastnostih ležaja ter poljubnih obremenitvenih stanjih. 
2) Razvit je bil grafični uporabniški vmesnik, ki omogoča izračun togostne matrike ležaja 
po izbranem modelu. Grafični vmesnik omogoča tudi izbiro metode za izračun 
koeficienta 𝐾𝑛, izris poljubnega koeficienta togostne matrike od poljubne obremenitve, 
izračun sil in momentov ob podanih pomikih in zasukih ter obratno in izvoz rezultatov 
v Microsoft Excel. 
3) Izdelana aplikacija je bila verificirana s primerjavo rezultatov štirih različnih ležajev s 
primerljivim računalniškim programom LBSC. 
4) Ob primerjavi izdelane aplikacije z ostalimi računalniškimi programi, ki omogočajo 
izračun togostne matrike ležaja, je bilo ugotovljeno, da je bistvenega pomena natančna 
meritev geometrijskih lastnosti ležajev ter vnos geometrijskih parametrov v program 
vsaj na mikrometer natančno. 
Doprinos pričujoče naloge je torej v prvi vrsti razvoj in verifikacija aplikacije za izračun 
togostne matrike krogličnih ležajev različnih dimenzij, materialov in obremenitvenih stanj 
po modelu, ki ga mnogi avtorji omenjajo kot enega zanesljivejših. Togostna matrika se lahko 
v simulacijah uporabi kot nadomestna zveza med statičnim in rotirajočim delom naprave. 
 
 
Predlogi za nadaljnje delo 
 
Ker smo ugotovili, da ima natančnost geometrijskih parametrov velik vpliv na končne 
rezultate, bi bilo v nadaljevanju smiselno v aplikacijo dodati možnost neposrednega vnosa 
še ostalih geometrijskih parametrov, ki nastopajo v modelu Lima in Singha, kot so srednji 
premer ležaja 𝑑m ter radialna zračnost, ki je velikokrat predpisana s strani proizvajalca. Če 
bi uporabnik namreč imel znano npr. zračnost ležaja, meritve geometrijskih parametrov 
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ležaja, pa ne bi bile dovolj natančne, bi se na ta način izognil napaki pri izračunu zračnosti 
iz izmerjenih podatkov. 
 
V nadaljevanju bi bilo smiselno tudi upoštevati nekatere fizikalne pojave, ki jih model Lima 
in Singha zanemari. Ena izmed velikih slabosti modela je, da ni uporaben za izračun togosti 
ležajev pri visokih vrtilnih hitrostih. V ta namen se predlaga izpeljava podobnega modela, 
ki pa bi zajel vsaj še vpliv vrtilne hitrosti vrtenja rotacijske naprave. 
 
Kot je bilo ugotovljeno, je ustrezna natančnost meritev geometrije ležaja nujna za 
verodostojen izračun. Literature na temo meritve geometrijskih lastnosti ležaja je izjemno 
malo. V ta namen se predlaga razvoj učinkovite merilne metode za določitev ležajnih 
geometrijskih parametrov. 
 
Predlaga se tudi pregled literature ter razvoj eksperimentalnega postopka za določitev 
togostne matrike ležajev. Na ta način bi lahko dejansko ovrednotili ustreznost modela Lima 
in Singha ter določili vplive zanemarjenih fizikalnih pojavov na napako vrednosti 
izračunanih koeficientov togostne matrike. 
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